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Dedicatoria

El cuarto tomo de Fisica para Ciencias e Ingenierias esta dedicado a todas aquellas perso-
nas que cursan estudios en carreras técnicas, asi como a profesionales egresados en disciplinas
cientifico-tecnolégicas, como un recurso de apoyo en su quehacer profesional en el 4&mbito de
la dindmica rotacional y el movimiento oscilatorio.

Al tratarse de una serie de tomos redactados con un lenguaje claro, cientifico y accesible,
invitamos cordialmente a los lectores a revisar los prélogos e introducciones de los tres vo-
limenes anteriores, a fin de seguir una secuencia légica en la adquisicién de los contenidos
fundamentales:

= Primer tomo: Fisica. Fundamentos tedrico-prdcticos para ciencias e ingenierias ([1]),
que presenta las herramientas matemadticas, los sistemas de unidades y los vectores em-
pleados en el estudio de la Fisica.

= Segundo tomo: Fisica. Fundamentos tedrico-prdcticos de cinemdtica, estdtica y dindmi-
ca para ciencias e ingenierias ([2]), que aborda los fundamentos tedricos y practicos del
movimiento de las particulas.

= Tercer tomo: Fisica. Fundamentos teorico-prdcticos de trabajo, potencia, energia y can-
tidad de movimiento lineal para ciencias e ingenierias ([3]), que complementa el estudio
del movimiento mediante técnicas adicionales, ttiles tanto para estudiantes como para
profesionales técnicos.

Este cuarto tomo brinda herramientas tedricas y practicas sobre dindmica rotacional y movi-
miento oscilatorio, fenoménicos fisicos que se presentan en el macrouniverso, sentando asi las

bases para el estudio del movimiento ondulatorio, eje fundamental en toda formacién técnico-
cientifica.

Esperamos que esta obra sea de gran provecho en su camino académico y profesional.

Diego Guillermo y Bernardo Ezequiel
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Glosario

SIMBOLO NOMBRE

a Aceleracion

o Aceleracion angular.

g Aceleracion de la gravedad.
o Aceleracion tangencial.

A Amplitud.

CcCM Centro de masa.

k Constante eldstica del resorte.
K’ Constante eldstica de torsion.
Ar Desplazamiento.

d.cl Diagrama del cuerpo libre.

D Didmetro.

R Distancia entre los ejes paralelos.
Dr Distancia recorrida.

E Energia.

EC Energia cinética.

EC™ Energia cinética rotacional.
EM Energia mecénica.

EPg Energia potencial elastica.

EP, Energia potencial gravitacional.
EPT Energia potencial rotacional.
Ar Espacio recorrido.

f Frecuencia.

F Fuerza.

Fext Fuerza externa.

Ft Fuerza tangencial.

UNIDAD
m/s?

rad/s*

N/m
N.m/rad

= N T

= =2 =
N
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<

N M= S

NOMBRE

Gravedad (médulo).
Impulsién de fuerza.
Longitud.

Masa (propiedad del cuerpo).
Masa total del cuerpo rigido.
Masa infinitesimal.
Momento de torsién o torque.
Momento de inercia.
Momentum angular.
Movimiento.

Movimiento arménico simple.

Movimiento circular uniformemente variado.

Normal (fuerza).

Periodo.

Periodo (movimiento circular).
Posicién (utilizada en el M.A.S).
Posicién angular.

Potencia.

Potencia media.

Radian.

Radio.

Radio de giro.

Rapidez.

Radio de giro.

Simbolo de integral.

Sumatoria.

Tension (fuerza en estdtica y dindmica).

UNIDAD
m/s?
Ns
m

kg
kg

mN
kg.m?

kg.m?/s
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SIMBOLO NOMBRE UNIDAD
t Tiempo. s

Teat Torque externo. m.N
w Trabajo. J
WxETO Trabajo neto. J
AEC Variacién de energia cinética. J

AS Variacion del arco descrito en el movimiento rotacional. m

At Variacion de tiempo. s

A Variacion finita.

d Variacién infinitesimal (derivada).

Aw Variacion de velocidad angular. rad
w Velocidad angular o frecuencia angular. rad/s
Um, Velocidad media. m/s
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Proélogo

Continuando con el estudio de la mecénica cldsica, ampliamente abordado en los tres tomos
previos de esta serie, que se mencionan a continuacion, el presente cuarto volumen profundiza
en nuevos aspectos de la fisica. La primera obra, publicada en 2022, titulada “Fisica. Fundamen-
tos tedrico-practicos para Ciencias e Ingenierias” ([1]), presenta contenidos tedricos y practicos
sobre unidades y medidas, gréaficas y funciones, y magnitudes vectoriales. En 2023, se public
el segundo volumen, “Fisica. Fundamentos tedrico-pricticos de Cinemadtica, Estdtica y Dindmi-
ca para Ciencias e Ingenierias” ([2]), que aborda los fundamentos de la cinemética, estatica y
dindmica. La tercera obra publicada a inicios del 2025, “Fisica. Fundamentos tedrico-pricticos
de trabajo, potencia, energia y cantidad de movimiento lineal para Ciencias e Ingenierfas” ([3]),
se centra en los fundamentos de trabajo, potencia, energia, impulso y cantidad de movimiento
lineal. Ahora, con este cuarto libro, nos adentramos en los contenidos tedricos y précticos de la
dindmica rotacional y el movimiento oscilatorio que se presentan en el macrouniverso.

Este volumen estd disefiado tanto para principiantes como para aquellos con conocimientos
previos en fisica, y puede ser utilizado como material de referencia y consulta en estudios de ca-
rreras técnicas. En las etapas iniciales de formacion, es esencial familiarizarse con la Mecédnica
Clasica y comprender el comportamiento de la materia no solo bajo solicitaciones lineales, sino
también cuando estd sometida a movimientos rotacionales y oscilatorios en el macrounverso.
Estos aspectos fundamentales de la fisica serdn abordados en profundidad en este tomo.

Extendemos una cordial invitacién a los jévenes dedicados al estudio de carreras técnicas,
asi como a los profesionales del &mbito técnico, a realizar una lectura critica de los contenidos
de los cuatro tomos, especialmente de este ultimo, que expone fenémenos que ocurren tanto en
la naturaleza como en la interaccion cotidiana entre seres vivos y objetos inanimados en nues-
tro planeta Tierra. En estas paginas se explora cdmo las fuerzas rotacionales y las oscilaciones
que son el fundamento de las ondas afectan el comportamiento de la materia frente a estas per-
turbaciones, demostrando que su respuesta no es la misma que la observada en interacciones
traslacionales.

Diego Guillermo y Bernardo Ezequiel.

14



Diego Guillermo Barba Maggi y Bernardo Ezequiel Barba Barba

Introduccion

El cuarto tomo de Fisica aborda tanto los aspectos tedricos como practicos del movimiento
rotacional y oscilatorio, complementando asi el estudio de la Mecdnica Clasica desarrollado en
los tomos anteriores, los cuales se centraron principalmente en la mecdnica de traslacién. El
objetivo principal de esta obra es proporcionar a los futuros profesionales en ciencias e inge-
nierfas un recurso técnico que les permita enfrentar los desafios cotidianos en el dmbito de la

ingenieria con una base sélida en fisica aplicable en el macrouniverso.

En el primer capitulo se estudia la dindmica rotacional. El conocimiento exclusivo de la
dindmica de traslacion limita al estudiante al andlisis de sistemas que se mueven Unicamente
en linea recta, lo cual resulta insuficiente en la prictica, dado que la mayoria de los cuerpos
también experimentan movimientos de rotacién. Ejemplos de ello son los neumaticos de un
automovil o los mecanismos rotativos presentes en numerosos sistemas mecdnicos. Por ello, se
introduce el estudio detallado de la dindmica rotacional, complementado con conceptos previa-
mente abordados, como el trabajo, la potencia y la energfa, aplicados ahora al contexto de la

rotacion.

El segundo capitulo presenta una serie de ejercicios resueltos y propuestos, con modelos
variados que incluyen, entre otros, la aplicacién del principio de conservacién de la cantidad de

movimiento angular, ampliando asf la comprension de los fenémenos rotacionales.

Uno de los campos mds relevantes dentro de la mecdnica es la transmisién de energia a tra-
vés de movimientos oscilatorios. La composicién de estos movimientos da lugar al fenémeno
del movimiento ondulatorio, caracteristico de las ondas mecénicas, como el sonido o las vibra-
ciones generadas por una erupcién volcédnica. Por ello, en las unidades tres y cuatro se aborda
el estudio del movimiento oscilatorio, desarrollando sus leyes fundamentales, definiciones y

ejemplos practicos.
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Capitulo I
DINAMICA ROTACIONAL

Para estudiantes y profesionales formados en ciencias e ingenierfas, especialmente en uni-
versidades y escuelas politécnicas, la Fisica Newtoniana resulta sumamente ttil. Esta se aplica
principalmente al estudio del movimiento de particulas y de cuerpos sélidos rigidos. En el caso
de movimientos rotacionales, cualquier objeto que gire alrededor de un eje muy alejado de su
masa puede considerarse una particula; en cambio, si el eje atraviesa al propio cuerpo, se lo

trata como un sélido rigido.

Un ejemplo claro es el planeta Tierra: se lo puede considerar una particula cuando gira al-
rededor del Sol, en un movimiento con un periodo aproximado de un afio. Por otro lado, se lo
trata como un cuerpo rigido cuando rota sobre su propio eje, completando una vuelta en apro-

ximadamente 24 horas.

En el estudio de la dindmica rotacional, se trabajard principalmente con cuerpos rigidos
regulares y homogéneos, cuyos momentos de inercia pueden determinarse mediante férmulas
conocidas y disponibles en tablas especializadas. Estas tablas serdn presentadas mas adelante,
y en algunos ejercicios resueltos se demostrard la obtencién de dichas férmulas mediante mé-

todos adecuados de integracion.

No obstante, en el caso de cuerpos irregulares, el momento de inercia se determinard expe-
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rimentalmente, induciendo un movimiento oscilatorio y midiendo con precision el periodo de
oscilacion. Este método es aplicable a sistemas del macrouniverso dentro del marco de la me-
cénica cldsica newtoniana. En contraste, el estudio de fendmenos en el microuniverso requiere

el enfoque de la Fisica Cudntica, una temdtica que no serd abordada en esta obra.

1.1. Rotacion de una masa puntual

Se puede considerar una masa puntual (o particula) desde cuerpos infinitesimales como los
atomos o las moléculas que constituyen la materia, como electrones rotando alrededor del cen-
tro del nicleo en el 4tomo, pero también masas puntuales pueden ser cualquier cuerpo, como
por ejemplo los coches de un carrusel o de una rueda moscovita o incluso la luna girando alrede-
dor de la tierra o la tierra alrededor del sol. Luego para considerar masas puntuales, o particulas
el radio de giro debe ser muchisimo mayor a las dimensiones del cuerpo; en la Fig. 1.1, se ha
representado una masa puntual girando en contra de las manecillas del reloj con una aceleracién
angular « , alrededor de un eje fijo que pasa perpendicular al plano de la figura por el punto “o”.

PRt

Luego el radio de giro serd “r”.
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Figura 1.1. Definicién del torque y de la inercia de una masa puntual.

La causa de la rotaci6n serd un torque o un momento (7) provocado por un par de fuerzas,
que son la fuerza tangencial (?t) perpendicular al radio r y otra fuerza de sentido contrario que

actuard en el eje fijo, por ende, el torque sera:

Z-7XFE (1.1)

En donde ?t = Fuerza Tangencial (Newton = N)
7 : Vector posicién del punto de aplicacién de ?trespecto a“o”

El médulo del torque | 7| o del producto cruz es:

T =r.F;.senf (1.2)
Pero para el caso: § = 90° — sen 90° = 1
?t =m-a=mro

a =ra
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a; = Aceleracién tangencial (m/s?)
« = Aceleracién angular (rad/s?)

r = Radio (m)

En (1.2):

T =r.m.r.uw

T=mr’«a (1.3)

Abhora si definimos como:

I=mr? (1.4)

En donde:
I = Momento de inercia (kg.m?)

La ecuacién (1.3) se puede expresar como:
=1 -« (1.5)

Que es la causa o ley del movimiento rotacional, andloga a la causa o ley del movimiento

de traslacién que dice: F' =m - a.

En la cual la causa de la traslacién es la fuerza (F') , en cambio la causa de la rotacién es
el torque (?), la fuerza provoca una aceleracién lineal o tangencial (¢ = a;) en la traslacion,
en cambio el torque provoca un MVTO. Con una aceleracién angular («) . En la traslacién la
inercia que presenta el cuerpo que interactia con otros cuerpos que le trasladan es la masa (m)
propiedad intrinseca del cuerpo. En cambio, en la rotacidn la inercia que presenta el cuerpo para
rotar se llama “Momento de Inercia”. I = mr? que no depende tnicamente de la masa (m) ,

sino ademads del radio (r) alrededor del cual este girando la masa puntual.
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1.2. Rotacion de un sistema de masas puntuales (n) alrededor
de un eje fijo

o -
FM

Figura 1.2. Definicién del torque y de la inercia de un sistema de masas puntuales.

La Fig. 1.2, representa a un sistema de masas puntuales girando en contra de las manecillas
del reloj, alrededor de un eje fijo perpendicular al plano de la figura y que pasa por el punto “0”
con la misma aceleracién angular v = constante.

El ndmero de particulas puede ser: 1, 2, 3, ... 7 y el torque de cada particula estard dado por:

7; = Fyr; = myriay el torque total: Trorar = T1 + To + T3+ o + T = DT
— 2 2 2 — 7
Trorar = (Mir? +mord + ...+ mir?) a = la

En donde:

n
I=370 mgr = marf +mori + ...+ mr?, luego: Trorar = la
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En donde el momento de inercia se determina de la siguiente forma:
n
I=> ma} (1.6)
i=1

1.3. Rotacion de un sélido rigido alrededor de un eje fijo

Se considera sélido rigido a cualquier cuerpo que estd girando alrededor de un eje fijo per-
pendicular a cualquiera de sus secciones frontales o transversales con la condicion de que el eje

atraviese el cuerpo.

/H““‘*-— g,
) b
r.l/ h""\-\x‘x _Fr—'_'__\-_\--\\ \\\.
{ — \
\ o 4 a ='cote
R dry ) \?

Figura 1.3. Definicién de la inercia de un sélido rigido.

La Fig. 1.3 representa un cuerpo de forma cualesquiera que esta girando alrededor de un eje
fijo que pasa en forma perpendicular al drea frontal que se ha dibujado y que atraviesa el cuerpo

en el punto “0”.

En este caso para determinar el torque (7) que causa la rotacion de este cuerpo rigido de

€99

forma irregular, lo que se hace es considerar subdividido el cuerpo rigido en “n” particulas
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infinitesimales de masa “dm” que es una masa infinitesimal, que la podriamos considerar como
masa puntual e iniciarfamos el cdlculo de la rotacién de esta masa alrededor del eje que pasa
por “0” con un radio “r”. El torque seria un torque infinitesimal: dr = r - d F;.

En donde:

dF, =a;-dm =radm

o =ra

Luego el torque serd:

dr =r-ra-dm=1r’dna

Ahora como la aceleracién angular («) es constante, resulta:

f dr =« f r2dm

Pero como el torque: 7 = I a (1.5) en ese caso el momento de inercia se lo determinaria por:

I= /r2dm (1.7

Esta integral es una integral de volumen y los limites dependerdn del cuerpo y en donde se

encuentre la posicion del eje de giro e inclusive la direccién del eje.

Para cuerpos irregulares como el que posee una piedra u otro objeto de forma irregular, es
dificultoso resolver una integral y la determinacioén del momento de inercia se prefiere hacerlo
en forma experimental, haciéndolo rotar como un péndulo de torsion, ver ejemplo en la unidad

siguiente en MVTO oscilatorio.

En el caso de cuerpos regulares, como una varilla cilindrica, una placa, un cilindro o una
esfera, entre otros, cuando giran alrededor de un eje perpendicular a una de sus secciones trans-
versales o frontales y que atraviesa el cuerpo por la posicién del centro de masa, la integral de
la ecuacién (1.7) es factible de resolver. De hecho, algunos autores ya han resuelto esta integral
y nos proporcionan los resultados en forma de ecuaciones o féormulas que permiten calcular los
momentos de inercia de cuerpos rigidos regulares. Esta informacién se encuentra en tablas o

libros especializados y una réplica de estas se presenta en las Tablas 1.1y 1.2.
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Denominacién Cuerpo y Eje Momento de Inercia I

. . \ .
Varilla delgada, el eje pasa = 1\L?

12

por el centro. \

Varilla delgada, el eje pasa
por un extremo.

Placa delgada, el eje pasa por
el centro de la placa.

Placa delgada, el eje pasa por
un extremo de la placa.

Tabla 1.1. Tabla de Momentos de Inercia para varillas y placas.

23



Fisica. Fundamentos teérico-practicos de Dinamica Rotacional
y Movimiento Oscilatorio para ciencias e ingenieria

Denominacién Cuerpo y Eje Momento de Inercia I

Cilindro soélido, el eje pasa
por el centro.

Cilindro hueco de pared del-
gada, el eje pasa por el centro.

Cilindro hueco, el eje pasa

—1ag(r2 o P2
por el centro. [=3M{"+ 1)

000

Esfera sélida, el eje pasa por
el centro.

Esfera hueca de pared delga-
da, el eje pasa por el centro.

Tabla 1.2. Tabla de Momentos de Inercia de cilindros y esferas.
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1.4. Radio de giro (U)

Si consideramos tedricamente al cuerpo rigido como una masa puntual o concentrada en un
punto, entonces se define como radio de giro (U), a la distancia entre la masa concentrada y el

eje de giro, sin que se modifique el momento de inercia (I) del cuerpo rigido.

U? = (1.8)

x

M

En donde:

M = Masa Total del cuerpo rigido (kg)

U = radio de giro (m)

I = momento de inercia del cuerpo rigido (Kg.m?)
Si nos dan como informacién en lugar del momento de inercia directamente, el radio de

giro al cuadrado (U?) , solo hay que multiplicar por la masa y esta relacién serd el momento

de inercia (MU? = I). En la Tabla 1.3 se observan las figuras y las férmulas para proceder

adecuadamente.
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U? Cuerpo y Eje [ U? Cuerpo y Eje

12

a?+4b?
12

Tabla 1.3. Tabla del cuadrado del Radio de Giro U? de algunos cuerpos.
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1.5. Teorema de Steiner o de los ejes paralelos

Resulta frecuente que, en un disefio, se desee el momento de inercia de un cuerpo rigido
con respecto a cualquier eje perpendicular a cualquier seccién (4rea) del mismo que atraviese
el cuerpo, pero no necesariamente por el centro de masa. Y si en las tablas solo se dispone de

momentos de inercia con relacion a ejes que atraviesan el centro de masa.
Ejemplo: I (solo se conoce este momento de inercia). Fig. 1.4
I L]

lo

M o = | )I

Figura 1.4. Definicién del teorema de Steiner.

Pero que lo que se necesite sea el momento de inercia I’.
I’ Que corresponde a un eje que pasa por el extremo de la varilla y no por su centro de masa.
Si este eje es paralelo al que atraviesa el eje, por el centro de masa (CM). Es titil aplicar el

Teorema de Steiner o de los ejes paralelos, que se expresa asi:

I=1,+ MR? (1.9)

En donde:
I’ = Momento de inercia respecto a un eje paralelo al eje que pasa por CM.
Iy = Momento de inercia respecto a un eje que atraviesa el CM.
R = Distancia entre los ejes paralelos[4].

M = Masa del cuerpo.
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1.6. Trabajo en el movimiento rotacional

Consideramos a un cuerpo rigido rotando en el plano xy alrededor de un eje perpendicular al
plano que pasa por “0”, considerando el desplazamiento infinitesimal ds , el mismo que sucede
al aplicarse la fuerza tangencial (F;) que aproximadamente tiene la misma direccién y sentido
del desplazamiento ds y el angulo entre F; y ds serfa 0°, luego cos 0° = 1, entonces el trabajo

realizado por la fuerza tangencial (F}) serd: dW = F; - ds - cos 0°

Ya
»
F ;
» .\ mvTO
P
4.-;/ : ﬂ"._
- ,
y s 8 "I P ',I
¥ %

Figura 1.5. Definicion del trabajo en el movimiento de rotacion.

Ahora el pequefio médulo del desplazamiento (ds) tiene también la siguiente relacién:
ds=rdf

Entonces el trabajo infinitesimal sera:
dW =F,-rdfycomot =F,-r
Para determinar el trabajo total realizado en un desplazamiento angular finito, debemos sumar

(o integrar) ambos miembros de esta ecuacion:
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S dw = [ r.de (1.10)

Por lo que el trabajo resultante seria:

Wor = [," 7.df (1.11)

1.7. Energia cinética rotacional

Figura 1.6. Definicién de la energia cinética rotacional.

Considerando un cuerpo rigido rotando en el plano X-Y alrededor de un eje perpendicular al
plano que pasa por “0”, y que se mueve con una velocidad angular (w) constante, para determi-
nar la energfa cinética del cuerpo rigido en rotacién subdividimos al cuerpo rigido en elementos
infinitesimales y elegimos uno de ellos de masa dm que gira con un radio r alrededor de “0”
(Fig. 1.6) con una velocidad tangencial o lineal (v;), entonces la energfa cinética rotacional del
elemento de masa dm sera:

dE = Ldmv?
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Ahora como v; = 7w , nos queda:
dE" = $dm rw?
EY = dED = Ldmriw?
B = sw?rtdm
Como: r%2 dm = I nos da:
B — %m (1.12)

1.8. Energia potencial rotacional

Figura 1.7. Definicién de la energia potencial rotacional.

Si un cuerpo puede deformarse angularmente, al aplicar un torque externo (7.,;), €l cuerpo
reacciona y aplica un torque eldstico recuperador, que sera:
7 =K'0 (1.13)

En donde: K’ (Constante eldstica de torsion)

K'=

3
2

S
<

e

L
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El trabajo realizado por el torque externo sera:
_ [bF
WOF = fgo T.do
Como el torque externo es igual al torque recuperador 7 = 7/ = K'6 tenemos:
6
WOF = GOF '.df
Wor = [, K'0.d0
_lyeg2 _ lyeip?
W = ;K'0% — 5K'0;
Se define a la energfa potencial rotacional Ep” como:

1
Ep" = 51{’92 (1.14)
Entonces el trabajo serd igual a la variacioén de energia potencial rotacional.

W = AEp” (1.15)

1.9. Teorema del trabajo y la energia cinética rotacional

Si aplicamos un torque (7) sobre un cuerpo que pueda rotar, y este genera variacion en la
velocidad angular (w), el trabajo realizado por este torque serd: partiendo de la ecuacién (1.10).
— or
WOF = f90 T.do

Ahora como: 7 = I «

)
Q=G " a6

dw
o

Y como w = ’fi—f tenemos que: o = w
o Ty dw
Y el torque serd: 7 = [wis
Luego el trabajo sera:
_ [wWF dw
W = fwo ]w@de
Como se cambi6 de variable, los limites también corresponden a esta variable (velocidad angu-
lar — w)
_ 1 2 1 2
W = ile — 5]&}0
Como EC) = 11W? tenemos:
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W = ECY) — ECS = AEC™) (1.16)

1.10. Teorema del trabajo y la energia potencial rotacional

Para el caso del péndulo de torsion de la Fig. 1.7 tenemos que:
Test = —7 = —K'0
Partiendo de la ecuacion (1.10) el trabajo sera:
Jo AW = [}F r.do
JEaw = [ r.do = —K' [}70d0 = —(K'% — K'%)
Ahora como:

1
Ept) = 51{'92

Tenemos que el trabajo es la variacién de energia potencial rotacional con signo negativo.
W = AEp™ (1.17)

1.11. Conservacion de la energia en la rotacion

Considerando que los torques que actian son conservativos, podemos igualar las ecuaciones

(1.16) y (1.17).

ECY) — BC{) = —(EPY) — ER")
ECY — ECy) = ~EP\ + EP}" (1.18)
ECY) + ER{” = ECY) + EP
Entonces la ecuacién (1.18) expresa que la energia mecdnica rotacional inicial es igual a
la energia mecdnica rotacional final, lo que significa que la Energia Mecdnica en la rotacién
también se conserva en presencia de torques conservativos, como el elastico. Ahora si actuaran

torques no conservativos por causa de la friccién, por ejemplo, la ecuacion (1.18) se transfor-
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maria en:

ECY) + EP{"” = ECY) + EPY + Wiye (1.19)

En donde Wy es el trabajo o la energia que se pierde por la friccidn.

1.12. Teorema del trabajo y la energia para sistemas en don-
de existe la traslacion y la rotacion a la vez

La ecuacién (1.19) para sistemas que se trasladan y rotan simultdneamente como los neu-

maticos de un automdvil, o la llanta de una bicicleta, seria:

ECéTOTAL) TE PO(TOTAL) _ EC}TOTAL) T E PI(TTOTAL) i W]%r)

(1.20)
ECY + EC + ER)" + ER{” = ECY + ECY) + EPY + EP + WL

Donde W](\;gr) es el Trabajo de Fuerzas no Conservativas de traslacién y rotacién [5], [6].

1.13. Cantidad de movimiento angular o momentum angular

(L)

La cantidad de movimiento angular (L) se define como el producto cruz entre el vector

posicién (r) y la cantidad de movimiento lineal (p) , asi:

T=7x7 (1.21)

Como p = m v también se podria expresar asi:

T=m?x7 (1.22)

El médulo de este vector serd: L = mrvsen90°y comov = rwnosda: L = mrrw =

mr3w ; como I = mr? tenemos:
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L=1Tw (1.23)

dénde

» [ esla cantidad de movimiento angular en kg - m?/s
» [ representa el monento de inercia en kg - m?

= w es la velocidad angular en rad/s

1.14. Definicion del torque a partir del momentum angular

Si derivamos en funcién del tiempo a la ecuacion (1.21), nos da:

‘% = % X ? + 7 % ‘ézt’
Ahora, como % -7
U = vector velocidad lineal 7 =m7
El primer término del segundo miembro de esta ecuacion seria:
%x?:?xﬁ:m7x7:0
Porque el producto cruz de un vector por si mismo es cero.
Ahora la derivada de la cantidad de movimiento lineal (?) con respecto al tiempo.
5 _F
Reemplazando estos valores nos da:
—
& = P xF
Pero como: 7 x ? — 7 tenemos: N
dL

7 = — (1.24)

Como vemos, el torque (?) también se puede expresar como la derivada de la cantidad de mo-
vimiento angular ( L) con respecto al tiempo.

El médulo del torque, segin la ecuacion (1.24) sera:
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_ dL
T="a

Como L = I w nos da:
_ d(Iw)
T =

2 como I = constante

_ pdw
T—Idt
dw

aw =@
T=1«

Que es la segunda ley de Newton para la rotacién.

Al igual que en la traslacién existe conservacién de movimiento lineal, la rotacién también
se conserva la cantidad de movimiento angular entre una situacidn inicial y una situacién final,

para un sistema en rotacion, asi tenemos: cantidad de movimiento angular inicial es igual a la
cantidad de movimiento angular final [4]:

S =YL

(1.25)
Siendo L = [ w segtin la ecuacion (1.23).
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Capitulo 11

EJERCICIOS PROPUESTOS Y
RESUELTOS DE DINAMICA
ROTACIONAL

En este capitulo, para facilitar la comprensién del lector, se numeran de manera especifica
las ecuaciones utilizadas en cada ejercicio resuelto, haciendo referencia directa al problema
correspondiente. Ademds, al presentar los datos de cada ejercicio, se especifican claramente las
variables e incégnitas que deben determinarse, proporcionando una estructura mas clara para el

andlisis y resolucion.

2.1. Ejercicios resueltos

CALCULOS DE MOMENTOS DE INERCIA

Ejercicio 2.1.1. Determinar el momento de inercia (I1) de un disco con respecto a un eje
perpendicular que pasa por su centro (Fig. 2.1)
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yal=le

R—=71lI = -

v ..-'i.._\_\_\_\_h. e e e =
K .
k 0 X -

e e =

\'\\""‘-\_.____/_‘-‘_-J..:’# o

- # Sy

<

*z

Figura 2.1. Inercia de un disco.

Resolucion: Asumiendo una distribucién de masa uniforme en el disco de radio R y espe-
sor e y masa m que se encuentra en el plano xz, tomamos un elemento infinitesimal (anillo) de
masa dm que dista x del eje de rotacién “y”.

El elemento es un anillo de radio z, de anchura dx y espesor “e”.
Si recortdramos este anillo y lo extendiéramos se convertiria en un prisma rectangular de longi-

tud (perimetro) 27 x y anchura dz, espesor e, cuya masa seria:

despejando dm, se obtiene que:

dm — mdv
v

m-27-x-dx-e

T -R2.e
B 2maxdx

=

El momento de inercia de este anillo estd dado por:

Ic= /xQdm,
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reemplazando el valor del diferencial dm en ecuacién anterior se obtiene:

1
= _-mR?
5™
Ejercicio 2.1.2. Determinar el momento de inercia (1) de una varilla de masa m y longitud L

respecto a un eje perpendicular a la varilla y que pasa por el centro de masa. (Fig. 2.2).

la= &
e Liz =k L2 I

Figura 2.2. Inercia de una varilla con respecto al eje perpendicular.

Resolucién: Su momento de inercia estara dado por:
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Ejercicio 2.1.3. Determine el momento de inercia (I3) de la misma varilla anterior, pero con
respecto a un eje perpendicular a la varilla que pasa por uno de sus extremos (Ip).

Resolucion: Para simplificar podemos aplicar el “Teorema de Steiner”:

Iy =1Ip
L 2
:] —
c+m(2>
1 1
= L>+ZmI?
"ty
4
=—mlL?
12
1
=—-mIL?
3m

Ejercicio 2.1.4. Determinar el momento de inercia (1) de una placa rectangular de masa m y
de espesor e, con respecto al eje ¢ — ¢ que se muestra en la Fig. 2.3.
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c

Figura 2.3. Inercia de una placa con respecto al eje c.
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Ejercicio 2.1.5. Determinar el momento de inercia (I5) de una esfera de masa m y radio R
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respecto a uno de sus didmetros (Eje z). Fig. 2.4.

Figura 2.4. Inercia de una esfera respecto a su didmetro.

=R

Figura 2.5. Inercia de un disco de la esfera.

Resolucion: Dividimos a la esfera en discos de radio = y de espesor dz, y el momento de

inercia de cada disco infinitesimal sera:

/d[z = /%:ﬁdm.

La masa de cada uno de estos discos estard dada por:

pP=—
v

dm

dv’
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despejando el diferencial dm, se obtiene que:

Como: 22 = R?

15212

3m

8 I3

3m [
oy
3m [
S R3

dm — m dv

v
mrzidz
4.p3
3R

3m 4

— 2?2 finalmente obtenemos que:

3m
2 [2M o
T <4R3x dz)
ztdz
(Rz—zz) dz
/(R42R2 z2+z4) dz
r R R R
/R4dz—/2R2z2dz+/z4dz
LR “R “R
I 3R 5 R
4 R 2 z z
. —_9R2Z ol
R 2|7g R 3 _R+ 6 _R]

R4G$+R)+§RQUF+J?)+é(RV+Rﬂ]

4 2
2R°— -R°+ -R®
3" 75

_3nu#{ 4 2]_3mR2F0—20+6}

~ 8R3

“3753 8 15
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EJERCICIOS DE MOVIMIENTO ROTACIONAL CON ACELERACION
CONSTANTE

Ejercicio 2.1.6. Una rueda inicialmente en reposo empieza a girar con una aceleracion angu-
lar constante hasta una velocidad angular de 12 rad/s en 3 s. Determinar:

a. La magnitud de la aceleracion angular de la rueda.

b. El desplazamiento angular en radianes que realiza cuando gira durante este tiempo.

Datos:
a = cote (M.C.U.V)

wr = 12 rad/s
wp = 0 (Reposo)

top =3s

Resolucion (a): Aplicando las ecuaciones del M.C.U.V.A, tenemos que wr = wg+ « - tor,
despejando « obtenemos lo deseado:

wr

a=—
tor

12

3
=4 rad/s*

Resolucion (b): El desplazamiento angular estard dado por:

1 2
Oor = wg-tor + - - tor

2
1 2
=-4)(3
5 (4) ()
= 18rad
Ejercicio 2.1.7. La tornamesa de un tocadiscos gira a razon de 33% ==y tarda 60 s en dete-

nerse cuando se apaga. Determinar:
a. La magnitud de su aceleracion angular.

b. El niimero de revoluciones que realiza antes de detenerse.
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Datos:
__aql ;
wo = 333rev/min
100 rev 2mrad min

X =

3 min rev 60s

Wy =
wy = 1?0% = 3,49 rad/s
tOF =60s

wF:0

Resolucién (a): Aplicando las ecuaciones del M.C.U.V.R (Retardado) obtenemos la si-
guiente igualdad wg = wy + « - tor, de donde despejando o obtenemos lo deseado:

Wo

tor
3,49

60
—0,058 rad/s?

Resolucion (b): El nimero de revoluciones que da antes de detenerse estard dado por:

1
bor = wo - tor + 7" tor”
1
= 3,49(60) + 5 (~0,058) (60)

rev

=104, 7rad x
21 rev

= 16,66 rev

Ejercicio 2.1.8. La posicion angular de un punto sobre una rueda se describe por medio de
la ecuacion: = 5+ 10t + 2t? en donde t (s) y 0 (rad). Determine la posicion, velocidad y
aceleracion angular de los puntost =0yt = 3.

Datos:
0 =5+ 10t + 2t2

t(s) — 0 (rad)
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Resolucién: Aplicando las definiciones se tiene que:

we®
Tt

_d 2
== (5410t + 2t°)

= 10 + 4t.

La aceleracion angular estard dada por:

s de
Tdt

d
=— (1044
dt(0+t)

=4 rad/s* (constante).

Con las ecuaciones anteriores podemos calcular facilmente la posicién, velocidad y acele-

racién angular. Para ¢ = 0, se tiene que:
= Posicion: § = 5+ 10(0) + 2(0)* = 5 rad
= Velocidad angular: w = 10 + 4(0) = 10 rad/s

» Aceleracién angular: o = 4 rad/s*

o = 4 rad/s” (cote)

0y = 5rad
Para ty=0s= w, =10 rad/s ¢ respuestas
o =4 rad/s’
t1=3s=0; =5+10(3) +2(3)°
6, = 53rad
w; =10+4(3)
wy = 22 rad/s
oy = 4 rad/s’
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ROTACION DE SISTEMAS DE MASAS PUNTUALES

Ejercicio 2.1.9. Una varilla delgada de Im de largo tiene una masa despreciable. Se colocan
cinco cuerpos a lo largo de ella cada uno con una masa de 1 kg, y situados a 0 cm, 25 cm,
50 cm, 75 cm 'y 100 cm de cada uno de sus extremos. Determinar el momento de inercia del
sistema con respecto a un eje perpendicular a la varilla, el cual pasa a través de:

a. Un extremo.
b. La segunda masa.
c. El centro de masa.

d. Calcular el radio de giro en cada caso. Verificar el teorema de Steiner.

| |
0 10 20 30 40 &0 60 70 80 90 100 em
my my m; /my Mg

Figura 2.6. Inercia de una varilla con 5 cuerpos en ella.

Datos:
my = mo =mg=my =ms = lkg

Resolucion (a):

n
Iy = E mg -1y
i=1

= m1(0)* +ma(0,25)* + m3(0,5)” + my(0,75)% + ms(1)?

=1(0,25)* + 1(0,5)* + 1(0,75)* + 1(1)*

=1,875kg - m*
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Resolucion (b):

I, = 1(0,25)* 4+ 1(0)* + 1(0,25)* + 1(0,5)* + 1(0, 75)*
=0,9375kg - m?

asi,

=0,433m

Is = 1(0,5)* 4+ 1(0,25)* 4+ 1(0)* 4+ 1(0,25)* 4 1(0, 5)
Ic = I3 =0,625kg - m? = Resp (c)
K; = Ogﬁ = K3 = 0,353 = Resp (c)

Verificando el Teorema de Steiner:
I'=1oy + MR?

Io = Iear + MpR2 = 0,625 4 5(0,5)

Iy =1,875kg - m?

Iy = Iop + MR2 = 0,625 4 5(0,25)°

I, = 0,9375kg - m?
Ejercicio 2.1.10. Tres masas, cada uno de 2 kg, estdn situados en los vértices de un tridngulo
equildtero cuyos lados miden 10 m. Determinar el momento de inercia del sistema y su radio

de giro con respecto a un eje perpendicular al plano determinado por el tridngulo y que pase a
través de:

a. Un vértice.
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b. Del punto medio de uno de sus lados.

c. Del centro de masa.

Datos:
m = 2kg
L=10m

M =3 x 2kg =6kg

Realizamos un gréfico:

2 '
i ek
A m
Py’
._,r'
fr 5,
/
£ fr’ \ &
o] \
P i \ =
& py y W
~ S
i
.-lr.
Fi *
g LY
I,-'I“' dlpa Cm
3 \ i
¥, 2
/ m .flr f’éﬂ ,EI -.__‘ m
£ 1 f 1 e
nuy 18
e 10m

Figura 2.7. Inercia en un tridngulo con masas en cada vértice.

Geometria de la figura:

tan 30° = T =
2

r =5m tan 30°

r=2,8868m
R=/r+ (5)" =/ (2,8868)" + (5’
R=5,7Tm
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Resolucion (a): Respecto al vértice (1):
3
=Y mi-r?=m(0)"+mL*+mL?
1

=2mL?
=2(2kg) (10m*) = I,
=400 kg - m*

Resolucion (b): Respecto al punto medio:

Ip=m (;)2+m (§)2+m(r+R)2

=2(2) (5)° + 2(2, 8868 + 5, 774)*
=250 kg - m?

Resolucion (¢): Respecto al centro de masa:

Ioy = mR? + m(R)* + m(R)’
=3(2) (5,774)°
=200 kg - m*
Radio de giro (K):
) Klz\/Tﬁl: 0 - Ky =8,16m
b) sz\/%z B0 = K1 =6,46m

) Koy = /%6t = /20 = K, = 5,7Tm
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RELACIONES ENTRE CANTIDADES ANGULARES Y LINEALES

Ejercicio 2.1.11. Un carro de carreras viaja sobre una pista circular de 250 m de radio. Si el
auto se mueve con una velocidad lineal constante de 45 m/s. determinar:

a. Su velocidad angular:

b. La magnitud y direccion de su aceleracion.

Datos:
R =250m
v=45m/s

Resolucion (a): Aplicando la relacién entre velocidades se tiene que v = Rw, de dénde

despejando w se tiene que:

_v
"R
_ 45
250

= 0,18 rad/s

w

Resolucion (b):La magnitud y direccion de su aceleracion estard dada por:

ﬁ
ar = ar + ag

:,Rd-l— aRr
de donde,
o 2 (451‘11/3)2
G=0rR ="K = "250m
a=38,1m/s?

Dirigido al centro de curvatura, perpendicular a la velocidad lineal como muestra la figura

adjunta.

50



Diego Guillermo Barba Maggi y Bernardo Ezequiel Barba Barba

MVTO Y -

Figura 2.8. Movimiento de un carro sobre una pista circular.

Ejercicio 2.1.12. Un bloque de 6 kg se suelta desde la posicion A sobre una pista sin fric-
cion, como la mostrada en la Fig. 2.9 Determinar, las componentes radial y tangencial de la

aceleracion del bloque en el punto P.

5 m
m

/
R=2

Figura 2.9. Deslizamiento de un bloque por una pista.

Datos:
m = 6kg

va = 0 (suelta)

Sin friccion
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Resolucién: La masa realizarfa un M.C.U.V.R entre O y P.

a P
R(P
P} ;}
y
.I"’II.J'I
. A o
. N _,.-"/ -
e atp_g
0

Figura 2.10. Movimiento circular uniformemente variado entre dos puntos.

arep) =9 =9, 8m/s?

_
AR(p) = R

Aplicamos la conservacion de energia entre A y P:
EM, = FEMp
E€+ EPgy = ECp + EPgp
ECp=FEPgy— EPgp
mghA—mghP =1imuvp =
vh =29 (hA —hP)=2(9,8) (5 —2) = 58,8m?/s?
vp =+/58,8 =v, ="7,67Tm/sen

58,8

AR(p) = 5~ = GRep = 29,4m/s

arp =9,8m/s?
) / Respuestas

aRp) = 29,4m/s?
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ENERGIA ROTACIONAL

Ejercicio 2.1.13. Una lata de sopa tiene una masa de 215 g, una altura de 10,8 cm 'y su didmetro
es de 6,38 cm, se coloca en reposo sobre la parte superior de una pendiente que mide 3 m de
largo y 25° con la horizontal. Con métodos de energia, calcule el momento de inercia de la lata
si tarda 1,50 s en alcanzar el pie de la pendiente.

Datos:
m = 0,215kg
hy = 10,8 cm
0 =6,38cm
r=0,0319m
Los=3m
0 = 25°
toa=1,50s

Resolucion: Realizamos un grafico.

y rotacion

0 T traslacidn
'S
-]
hga=Lgg*send 2
hgs= 3*sen 25" i
hge=1.268 m y Wy

v
A

Figura 2.11. Movimiento de una lata al descender por una pendiente.

Aplicamos la ecuacién (5.18): conservacion de la energia para sistemas en donde existe
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traslacion y rotacion a la vez:

EM(p, + EM{p) = EM® + EM®)
ECY + EPgY) + ECY) = ECY) + EPg"), + EC?)
0 90 o = Bl 9(4) (4

1 1
mg-hoa = fmUAQ—i-flwi

2 2
1 9 1 UA2
mg'hoA:§mUA +5[7

de donde se tiene que,

2. r? 1
I = ; <m~g-h0A—va2>
U4 2

Con cinemitica: O-A: M.R.U.V.A, v42 = vp% + 2a - Lo, despejando la aceleracion:

— UAz
~2-Loa

a

Ahora, de la ecuacién vy = vy + a - tpa, despejando la aceleracion:

VA
a = —
toa

Igualando ambas ecuaciones de la aceleracion, se puede obtener la velocidad

UA2 VA

2-Loa toa

de donde,
Va =
loa
2 (3m)
1,58
=4m/s
Por ultimo,

I 2(0,0319)*
(4)°
=1,21 x 107* kg - m?

0,215(9,8) (1,268) — % (0,215) (4)°
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TORQUE O MOMENTO DE TORSION

Ejercicio 2.1.14. Determine el torque o momento de torsion neto sobre la rueda de la Fig. 2.12
alrededor de un eje que pase por “0” perpendicular a la rueda que se encuentra en el plano x
y,sia=10cmyb=25cm.

Datos:
a=0,10m
b=0,25m

F3, = Fscos 30°
F3, =12 cos 30°

F3, =10,4N
F3, = 12sen 30°
F3,=6N

——— I-F1='“]N

Iy

Y
= F=10N

Figura 2.12. Torque producido sobre una rueda.
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Resolucion:

+"
To = E T0

*Flb*F2b+F3$(a)+F3y(0)

= —10(0,25) — 9(0,25) + 10,4 (0, 10)

—3,711 Nm
Como vector:

%
T = (—3, 711 k) N-m (ejez, hacia adentro)

Ejercicio 2.1.15. ;Cudl es la magnitud y direccion del torque (?) alrededor del origen sobre
una particula ubicada en las coordenadas (0, -4 m, 3 m)?. Debido a:

a. Una fuerza ﬁﬁl con componentes Filx = 2Ny Fly = Fiz =0

b. La fuerza Fg con componentes Foxr = 0, Foy =2Ny Foz =4N

]

Figura 2.13. Torque producido por una particula en un plano.

Datos:_> R o
?:(m’ 47 +3k>m

%
(2?+07+0k)1\1
(0?+27+4?)N

7
F

2

56



Diego Guillermo Barba Maggi y Bernardo Ezequiel Barba Barba

Resolucion (a):

H=7xF,
_ —{?+3?)x(i?)
= (9@ (7 x7)+6)@) (? x7)
() s(7)
:(d?+6?+8?)Nm

Resolucion (b): Se realiza un grafico que ilustre la aplicacion de la fuerza en la particula y

el torque que produce:

y
A
s ﬁﬂ »X
NPT
3"
2%2 | -4
el

Figura 2.14. Torque producido por la aplicacion de la fuerza en la particula.
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(
@ (7x7)+cow (77| ro@ (T T ) r@w @ T)

- -
=167 —6i =73

= (~227) Nm
Ejercicio 2.1.16. La fuerza ? = (787> + 67) N actiia sobre una particula con vector posi-
cion 7 = (3—2> + 47) m cuales son:

a. El torque que actiia sobre la particula alrededor del origen.

b. El dngulo entre las direcciones 7 y ?

Datos: . -
F- (—8 7467 ) N
7= (37 + 47) m
Resolucion (a): Aplicamos definicién de torca o torque:

T =7 x 7 (Producto cruz)

- (37+47> X (—87+67

—@)(=8) (1xT)+ @0 | T xT | +@Es) | T x|+ @6 (1xT
:18k732<7k):18?+32?
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Resolucién (b): Aplicamos el producto punto:

7-?:chost9:>0059:L
T

de donde se tiene que cos§ = = 0, por lo que

0

rF
6 =cos ' (0)=0

Ejercicio 2.1.17. Un auto de 1 000 kg tiene cuatro ruedas de 10 kg. Cuando el auto estd en

movimiento, ;qué fraccion de la energia cinética total del auto se debe a la rotacion de las

ruedas alrededor de sus ejes? Supongase que las ruedas tienen la misma inercia rotacional que
discos uniformes de la misma masa y tamario.

Datos:
mroraArL = 1 000 kg

my = 10 kg [4 neumaticos]
— MVTO
Ix = Iprsco = ym N R?

como v = Rw

Solucién:
1 2
ECrorar = gmToTALY
= EmTOTAL(R w)2
1
= §mT0TALRQ‘w2
de donde
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ECT  myRA”
ECrorar  mroraRu®
 10kg

~ 1(1000kg)
1

"~ 50

Ejercicio 2.1.18. Una esfera solida uniforme rueda hacia abajo por un plano inclinado deter-
minar:

a. ¢Cudl debe ser el dngulo de plano inclinado si la aceleracion lineal del centro de masa
de la esfera debe tener una magnitud de 0,10 g?

b. Si un blogque sin friccion se desliza hacia abajo por el plano inclinado a ese dngulo, la
magnitud de la aceleracion ;Seria mds, menos o igual a 0,10 g? ;Por qué?

Datos:

acy =0,10g

Resolucion (a): La esfera realiza dos movimientos uno de traslacion y otro de rotacion asi,

calculamos el <(O, para que Unicamente deslice (traslacion) sin rotar.

e MVTO Traslacién
m
fmg BEng =X
_— Cm [ ] ] —=8em
oo —
O & T
1 mg

Figura 2.15. Movimiento de una esfera al rodar hacia abajo.
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Nk
SN Fr=macy

mgsenf) =m (0,10g)
senf; = 0,10 = 0; =sen"'(0,10) = 6, =5, 74°

Ahora calculamos el dngulo para que la esfera tinicamente rote (sin deslizar).

Igsrera = 2 m R

T=1Ia

wg senGQLR)/ 5mRZ

gsenfy = 2(0,10g)

senfy = 0,04 =

0y = sen™" (0,04) = 6y = 2,29°

Si consideramos los MVTOS. Simultdneos de traslacién y rotacién el dngulo total seria:

0 =0, +0,
=5,74° +2,29°
:80

Resolucion (b): Si fuese un bloque que se deslice sin rozamiento con un dngulo § = 8°
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mgsend =wmwma = a=gsen8 =0,14¢g

a=0,14g sera mayor que (0,1g) = Resp(b)

Ejercicio 2.1.19. Una pelota sélida arranca desde el reposo en el extremo superior de la pista
que se muestra en la figura 6.16 y rueda sin resbalar hasta que sale por el extremo derecho si
H=6myh=2my la pista es horizontal en el extremo derecho. ;A qué distancia horizontal
desde el punto A caerd la pelota en el piso?

R
01 O Esfera Solida
L TUSMVTO ROTACION
'«..I = MVTO TRASLACION
.\.\_.\. @

- = I, =¥y
B
=

Inie
O

Figura 2.16. Movimiento de una pelota que desciende desde la parte alta de una pista.

Datos:
H=6m
h=2m

Resolucién: En BC se tiene un movimiento parabélico, por lo que el eje = se encuentra
en movimiento rectilineo uniforme, asi xac = vp - tpc, por lo tanto h = vpglpc + % gtec?,

despejando el tiempo:
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Aplicamos la conservacion de la energia entre O y B:

EM, = EMjy
Lo o, 1
mg(H—h):§Iw +§mv

1/2 2 1
wg(6—2) = 3 (ngZ> (v—z() + Emv2
1 1
u&&=5@+§@

de dénde despejando vy se obtiene que v, = 7,48 m/s, por dltimo:
rac = 7,48(0,639)
=4,78

Ejercicio 2.1.20. Un cilindro solido de radio 10 cm y masa 12 kg arranca desde el reposo y
rueda, sin resbalar, una distancia, de 6 m al bajar por el techo de una casa inclinada a 30°
(véase la Fig. 2.17).

a. ¢Cudl es la velocidad angular del cilindro alrededor de su centro cuando sale del techo
de la casa?

b. El borde del techo estd a 5 m de altura. Horizontalmente ;a qué distancia del borde del
techo llega el cilindro a nivel del suelo?

Figura 2.17. Movimiento de un cilindro al descender por el techo de una casa.
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Datos:
R =10cm

m = 12kg
AOA =6m

f = 30°

Resolucion (a): Aplicando la conservacién de la energia entre “O” y “A”:

EMop = EMy ..
— (r) )
mghoa = EC,’ + EC),
1 1
mghoa = 51w3+§mv124

1 1
<—mR2) w + = R wh

1
wmghoa = = 5 5

2
ghoA:wQA <;LR2+%R2>
de ddnde,
wy = 62,6 rad/s
va = Rwy =0,1m (62,6 rad/s) = vy = 6,26m/s
Vaz = vacosl = 6,26 cos30° =5,42m/s

vay = vasend = 6,26sen30° = 3,13m/s

AB: MVTO. PARABOLICO: X: M.R.U.
TAB = VAz - taAB
Y: MR.UVA: yap = vagtap + & gtan® =
4.9tap>+ 3,134y —5=0=tap, =0,7T4s
xap = 5,42m/s (0,745s)

TAB =4m
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MOMENTO ANGULAR (7) O CANTIDAD DE MVTO ANGULAR

Ejercicio 2.1.21. Dos objetos se mueven como se indica en la figura 6.18 ; Cudl es el momento
angular total de ambos alrededor del punto O?

6.5 kg

m, = 2.2 mls=v,

i
E
i 3.6 mis =v;
e i

uL 2'“ m — rn2

3.1 kg

Figura 2.18. Movimiento de dos objetos por el espacio.

Datos:
my = 6,5kg

(222>H1/b

(15])111
)
Ju

(363

(282

Resolucion:

m/s

_

= Momento angular
o Z 0 = ll + l2

=7 x pi (Producto — cruz)
7 = Posicién particula respecto al punto de giro[m]

pi = Cantidad de MVTO lineal = m v

65



Fisica. Fundamentos teérico-practicos de Dinamica Rotacional
y Movimiento Oscilatorio para ciencias e ingenieria

de dénde,
%
1027"_1>><P_1>+7’_2>><ﬁ2>=7”_1>><m111_1>+7”_2>><mzv_2>
- - - 67
:{175]' x675(2,2i)+2,8i % 3,1(3,6; }kg m? /s
:21,45(7><7)+31,248 7x7)

_>
- 21,45( k) + 31, 248(
_>
= (9,8kz) kg-m?/s
Ejercicio 2.1.22. En un cierto tiempo un objeto de 0,25 kg tiene un vector de posicion dado
_)
por 7 = 27 -2k ) m. En ese instante su velocidad en metros por segundos estd dada por
- = —
o = (5 T +5 k) m/s y la fuerza en newtons que actiia sobre él es ? =47 N
a. ¢Cudl es el momentum angular del objeto alrededor del origen?
b. ;Cudl es el torque que actiia sobre él?
Datos:_> N
7= (27 2% )m
- =
v = (52’ +5k)m/s
m = 0,2bkg
F= (4?) N
. s . - -
Resolucion (a): Aplicamos el concepto de momento angular (lo ), se sabe que [j = 7 x

7 ademas? mv, por lo que:
l_g:?xmﬁz(Q?—z?) 0,25(57 + 5% )
:(27—27) (1252 +125?)

—=

-7 ,
2(1, 25)(2 x7>+(2)(1,25) P 7 +(—2)(1,25) padn

)(1,25)( x?)

%
= 257257 =1 = (—57’) kg -m?/s
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Resolucién (b): El torque estard dado por:

=T xF

- (2? - 2?) X (47) —2(4)

—

k
&
1 X

—-
— = =
Jl+E2)@) | koxg

—8h 487 =T = (8?+8?) Nm
SEGUNDA LEY DE NEWTON EN FORMA ANGULAR

- =
Ejercicio 2.1.23. Una particula de 3 kg con velocidad v = (5 i1 —67 > m/s estd en x= 3 m,
y =8 m. La jala una fuerza de 7 N en la direccion x negativa.

a. ;Cudl es el momentum angular de la particula alrededor del origen?
b. ;Cudl es el torque alrededor del origen que actiia sobre la particula?

c. ¢Con qué rapidez cambia el momentum angular de la particula con el tiempo?

Datos:
m = 3kg

v = (57 - 67) m/s
T = 3? + 87 m
F=(-17)N
Resolucion (a): Aplicamos la definiciéon de momento angular:
_)
l() = 7'_0> X 7 =
=70 xmv
- (37 n 87) X (157> - 187)

/0 v S0
= 3(15) (7 x?) +3(=18) | 7 x| +805) | T x7 | +(8)(~18) (7 ><j>

— 54K +120 (—?)

= <—174?> kg - m?/s
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Resolucion (b): Aplicamos una de las definiciones de torca 7 =7 x ? de dénde:

7= (37 +87) % (77)

3(=7) (? X ?) +(8)(=7) _7? X7
. (56?) Nm

Resolucion (¢): Aplicamos la definicién de la segunda ley de Newton en forma angular:

d—>
- (56?) Nm

CONSERVACION DE MOMENTO ANGULAR

Ejercicio 2.1.24. Un hombre estd de pie sobre una plataforma que estd girando (sin friccion)
con una rapidez angular de 1,2 rev/s con sus brazos extendidos y sostiene un ladrillo en cada
mano. La inercia rotacional del sistema formado por el hombre, los ladrillos y la plataforma

alrededor del eje central es 6kg - m?, si al mover los ladrillos el hombre reduce la inercia
rotacional del sistema a 2 kg - m>.

a. ¢Cudl es la velocidad angular resultante de la plataforma?

b. ;Cudl es la razon entre la nueva energia cinética del sistema y la energia cinética origi-
nal?

c. ;Qué proporciono la energia cinética agregada?

Datos:
wp = 1,21 x 2z
wy = 7,54 24
Iy = 6 kgm?
Ir = 2kgm?

Resolucién (a): Aplicamos el principio de la conservacion de la cantidad del momento an-

gular: lo = [ f, aplicando ademds la definicién de momento angular (1) de acuerdo a la ecuacién

68



Diego Guillermo Barba Maggi y Bernardo Ezequiel Barba Barba

| = Iw, de donde Iywy = Iy - wp, despejando wg:

- Towy
Wp = IF
6 (7, b4rad/s)
2

rad rev
= 22.62—
’ S x 2 wrad

ECE = ~Ip(wp)®

ECy  511,6J
ECE 170,61

=3,0

Resolucion (c): Al mover los ladrillos hacia adentro, las fuerzas sobre ellos desde el brazo

transforman energia, de energia interna del hombre a energfa cinética.

Ejercicio 2.1.25. Una rueda montada en un eje tiene un momento de inercia de 10kg - m? y se
encuentra girando a 1 800 rpm, la rueda es frenada uniformemente y llega a detenerse luego
de 10 s. Determinar:

a. La aceleracion angular de la rueda.

b. El modulo del torque aplicado para frenar la rueda.

Datos:
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[ =10kg - m?
wo = 18002

rev 2mrad min
180055 x =288 x oo

wo = 183,524
W = 0
tOF =10s
Resolucion (a): La rueda describe al frenar uniformemente: M.C.U.V.R por lo que wp =

wo — « - tor, de donde:

Wo
oa=—
tor
_188,5
10
— 18,85 %
S
Resolucion (b):
T=1I«
_ 9 rad
= 188,5Nm

Ejercicio 2.1.26. Una polea de 50 cm de didmetro y 20 kg de masa esta, montada sobre un eje
horizontal sin friccion. Se suspende mediante una cuerda enrollada en su borde un bloque de
500 g, y al soltarla este desciende 3 m en 2 s. Determinar:

a. La aceleracion del bloque.

b. El radio de giro de la polea.
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Polea

my

Figura 2.19. Movimiento de un bloque al caer por una polea.

Datos:
) =50cm =R =0,25m
m = 20kg

my =500g =0,5kg
Yoa = 3m
tOA =28
Resolucion (a): Aplicamos cinematica (traslacién): OA: M.R.U.V.A, de dénde se tiene que
Yoa = V¢ - toa + %a toa’, despejando la aceleracidn:

~2-yoa
a =

toa®
_2(3)
(2)°
=1,5m/s

Resolucion (b): Se tiene que k = / ﬁ Realizamos el diagrama del cuerpo libre polea (M)

y masa (my):
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Figura 2.20. Diagrama de cuerpo libre de la polea.

Se sabe que:

de donde se tiene que:
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ry
A

MVTO
¥,

LU

Y my'g

Figura 2.21. Diagrama de cuerpo libre de la masa.

I+
ZFy:m-ay
MVTO

mig—T =my-a
despejando 7"
T=my-g—mi-a
=0,5(9,8—1,5)
=4,15N

Despejando « de la ecuacion a = Ra, se tiene que:
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Por tltimo se tiene que:
[ =802 — 0 1729kg - m?

k — /0,1722811{(5-1112 — 07 093

Ejercicio 2.1.27. Dos masas m; = 6kgy mo = 10kg estan unidas mediante un hilo delgado
que pasa por una polea de 40 cm de didmetro y tiene un momento de inercia de 5kg - m?
despreciando la masa del hilo y la friccion en el apoyo de la polea. Determinar:

s

a. La aceleracion de cada masa.
b. La tension en la cuerda, en los lados que unen con my y mo.
Datos:

my = 6kg

me = 10kg

) =40 cm

R=0,20m

Lpotea = 5kg - m?

Resolucion (a): Realizamos el diagrama del cuerpo libre.

Figura 2.22. Diagrama de cuerpo libre de las poleas junto con las masas.
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v m'g

Figura 2.23. Diagrama de cuerpo libre de la masa izquierda.

T my'g

Figura 2.24. Diagrama de cuerpo libre de la masa derecha.

A partir de la Fig. 2.23 se tiene que:

MVTO
£ Fummea

Ty —mig=mia
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despejando T;:

T, =6(9,8) +6a

= 58,8 + 6a
MVTO
-
'Y
i
M
j@
o
! o
E
'
Y Y
T, %

Figura 2.25. Diagrama de cuerpo libre de la polea con relacién a las masas.

En la Fig.2.24 se tiene que:
MVTO
CY Fo=meay
me g —To = moa

de dénde 175, = 98 — 10 a
En la Fig. 2.25 se tiene que:

MVTO

py Z To = la

TQ'R—TlR:ICY

5 a
0,2 R
TQ—T1:125G

T, -1 =
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De las tres ecuaciones anteriores se tiene que:

98 — 10a — 58,8 — 6a = 125a

141a = 39,2

39,2

141
a=0,278m/s*

Resolucion (b):
T, =58,846(0,278) = 60,5N
To =98 —10(0,278) = 95,2N
Ejercicio 2.1.28. Un cuerpo de 12 kg se encuentra en un plano inclinado, como se muestra
en la Fig. 2.26. El cuerpo estd atado a una cuerda delgada que esta enrollada a un cilindro
homogéneo de 5 kg de masa y 20 cm de radio y que puede girar alrededor de su centro “O”.
Si el coeficiente de rozamiento entre el cuerpo y el plano inclinado es ;1 = 0,2 y el sistema se

mueve partiendo del reposo. Calcular la aceleracion del cuerpo de masa 12 kg y la tension en
la cuerda.

Figura 2.26. Movimiento de un cuerpo atado a un cilindro por un plano inclinado.

Datos:
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m = 12kg
M =5kg
R=0,2m
w=0,20

vo = 0 (Reposo)

Resolucién: Realizamos el diagrama del cuerpo libre.

w ;. "4'. =
7 ?
",
%q%‘?m dgel £ %‘%
A ? .
i h <

Figura 2.27. Diagrama de cuerpo libre de la masa del cuerpo.

MVTO
LY Fr=m-ax

mgsen30° —T — fr=ma
Jr=p-N

53> Fy=0= N—mgcos 30° =0
N =12(9,8) cos 30° = 101,84 N

+MVTO
TX Fy=may

fr=0,2(101,84) = 20,4N
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Luego:

T =12(9,8)sen30° — 20,4 — 12a
= 38,4 — 12a

o
r=

mg

Figura 2.28. Diagrama de cuerpo libre del cilindro.

En la Fig. 2.28, se tiene que ™ 1,70 Y. 70 = Ia, despejando 7'

S

[
=~
=

S

N — N —
X
[V}

Por ultimo:

1
5 (5)a=38,4—12a
2,5a+12a = 38,4
despejando a, se tiene

a_38,4
14,5

=2,65m/s>
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Ejercicio 2.1.29. Dos nifios cada uno con una masa de 25 kg estdn sentados en extremos
opuestos de una plancha horizontal de 2,6 m de largo y 10 kg de masa, la plancha estd rotando
en un plano horizontal (x z) a 5 rpm, con respecto a un eje perpendicular (eje y) que pasa por
su centro. Determinar:

a. La velocidad angular del sistema si cada niiio se mueve 60 cm hacia el centro de la
plancha sin tocar el piso.

b. ;Cudl es el cambio de la energia cinética de rotacion del sistema?.

Resolucion (a): Posicién inicial MVTO:

Varilla

= L2 Uz <l

Figura 2.29. Nifios sentados sobre una plancha horizontal.

Datos:
my = mo = 25kg

Myarilla = 10 kg
Ly=2,6m
Wy = dHIpm

wy = 0,5236 124

Resolucion:

Aplicamos la ecuacién de la conservacion de la cantidad de MVTO. angular:
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Lo=Lp
IO ’U)()—IF Wgr
w —Iow

F_IF 0

se sabe que:

Iy = Laavita + 11 + I3

1, L\? L\’
=gt em(3) om(3)

1
=5 (10) (2,6)* +2(25) (1,3)?
=90,13 kg - m*

Posicion final:

Figura 2.30. Distancias entre los nifios sentados sobre una plancha.

Ip=1,+51'+ 1
1 9 9
= EmL +2my(0,7)
=30,13kg - m?
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Por dltimo:

90,13
30,13

wp (0,5236)

=1,56 —
S
Resolucién (b): El cambio de la energia cinética en el sistema estard dado por:

AEY = AEY) — AEY)

1 1
= §[F’U)%—‘ — 5[0 U)02

1
= 5(30,13) (1, 566)% — = (90, 13) (0, 5236)*

1
2
=24,6J

Ejercicio 2.1.30. En la Fig. 2.31, se muestra una masa (m) de 12 kg suspendida de dos cuerdas
una enrollada alrededor de un cilindro o tambor de 0,10 m de radio y 0,05 kg-m? de momento de
inercia, y la otra arrollada alrededor de un tambor de 0,15 m de radio y momento de inercia de

0,12kg - m?% La masa se suelta desde el reposo y desciende a una altura h = 6m. Despreciando

la friccion y utilizando métodos de conservacion de la energia. Determinar:

a. La velocidad final de la masa en descenso.
b. Su aceleracion lineal.
c. La aceleracion angular de ambos cilindros.

d. La tension en una y otra cuerda.
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Figura 2.31. Movimiento de una masa suspendida de dos cuerdas.

Datos:
m = 12kg
ry =0,10m
I, = 0,05kg - m?
7o =0,15m
I, =0,12kg - m?
h=6m

Resolucion (a): Aplicamos conservacion de la energia entre O y F, para el sistema de la
figura 2.31:
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EMo = EMp
KCo® +EBCo" + EPY = ECY + ECY + EPY

1 1 1
mgh = EmUFZ‘i‘—Il’LUF%‘i‘g zwpg

2
1 VR 1 ’UF2
h=— 24—+
mg 2mvp +2 lr12 +2 27‘22
1 I Iy
h== oy 22
mg QUF <m+7“22+r22>
2mgh
vF = I I
(e 2%)
vp =7,94m/s

Resolucion (b): Con cinemitica: OF : M.R.U.V.A se tiene que vp> = p6°+2 a h, despejando

i
h
7,94)°

2(6)
=5,25m/s?

a =

e )

Resolucion (c): Se sabe que a = «; - 71, de donde:

también,
a 5,25
Ny —= — —= ——
T 0,15

:35,10@
S
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Resolucion (d):

- T
T, = aq -1y
8!
=26,33N
ademas
I
T, — Qg ly
T2
=28,08N
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2.2. Ejercicios propuestos

Ejercicio 2.2.1. Cudl es la velocidad angular en radianes por segundo de:
a. La tierra en su orbita alrededor del sol.

b. La luna en su orbita alrededor de la tierra.

Respuestas: a) 1,99 x 1077 rad/s b) 2,66 x 10~%rad/s

Ejercicio 2.2.2. Un motor eléctrico que hace girar una rueda de molienda a 100 rev/min se
apaga. Suponiendo aceleracion angular constante negativa de 2 rad/ s? de magnitud.

a. ;Cudnto tarda la rueda en detenerse?

b. ;Cudntos radianes gira durante el tiempo encontrado en a)?

Respuestas: a) 5,236 s b) 27,4 radianes

Ejercicio 2.2.3. Una rueda rotatoria requiere 3 s para girar 37 rev. Su velocidad angular al
final del intervalo de 3 s es 98 rad/s. ; Cudl es la aceleracion angular constante?

Respuesta: 6,83 rad/s*

Ejercicio 2.2.4. Un auto acelera uniformemente desde el reposo y alcanza la velocidad de 22
m/s en 9 s. Si el didmetro de la llanta es de 58 cm. Encuentre:

a. El niimero de revoluciones que la llanta realiza durante este movimiento, si se supone
que no hay deslizamiento.

b. ;Cudl es la velocidad rotacional final de una llanta en revoluciones por segundo?

Respuestas: a) 54,85 revoluciones b) 12,07 rev/s

Ejercicio 2.2.5. Una rueda de 2 m de didmetro gira con una aceleracion angular constante de
4rad/ s>, La rueda empieza su movimiento desde el reposo en t = 0, y el radio del vector en el
punto P sobre el borde de la rueda forma un dngulo de 57,3° con la horizontal en este tiempo.
Ent = 2s, encuentre:

a. La velocidad angular de la rueda.
b. La velocidad y aceleracion lineales del punto P.

c. La posicion del punto P.

Respuestas: a) 8 rad/s b)8 m/s; 64,11 m/s? ¢)9rad
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Ejercicio 2.2.6. Las cuatro particulas de la Fig. 2.32 estdn conectadas por medio de barras de
masa despreciable. El origen estd en el centro del rectdngulo. Si el sistema gira en el plano x
y en torno del eje 7 con una velocidad angular de 6 rad/s, Calcule el momento de inercia del

sistema en torno del eje z.

-

3 kg 2 kg

Im
&Bm

2m
2kg @ ® o !

4m

Figura 2.32. Dimensiones entre las particulas conectadas entre si.

Respuesta: 1,4 kg -m?

Ejercicio 2.2.7. El centro de masa de una pelota de béisbol lanzada (radio = 3,8 m) se mueve
a 38 m/s. La pelota gira en torno de un eje que atraviesa su centro de masa con una velocidad
angular de 125 rad/s. Determine la fraccion entre la energia cinética rotacional y la energia
cinética traslacional. Considere la pelota como una esfera uniforme.

Respuesta: 0,0156

Ejercicio 2.2.8. Tres particulas estdn conectadas por medio de barras rigidas de masa des-
preciable a lo largo del eje y Fig. 2.33. Si el sistema gira entorno del eje x con una velocidad
angular de 2 rad/s, encuentre:

a. El momento de inercia alrededor del eje x y la energia rotacional total evaluada a partir
de 5 1w?

b. La velocidad lineal de cada particula y la energia total evaluada a partir de % m; v?
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¥

'
4,00 kg . y=3.00m

B (_.J -

200
“ @ e z00m
3,00 kg . y=-4,00m

Figura 2.33. Dimensiones de las particulas en el eje Y.

Respuestas: a) 92 kg -m?, 184 J b)y6m/s; 184 J
Ejercicio 2.2.9. Con el teorema de ejes paralelos encuentre los momentos de inercia de:

a. Un cilindro solido alrededor de un eje paralelo al eje del centro de masa y que pase por
el borde del cilindro.

b. Una esfera solida alrededor de un eje tangente a su superficie.

3MR? b) I = TMR?

Respuestas: a) I == =

Ejercicio 2.2.10. Encuentre la masa m necesaria para equilibrar la camioneta de 1 500 kg
sobre la pendiente mostrada en la Fig. 2.34. Suponga que todas las poleas son sin friccion y sin
masa.
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Figura 2.34. Camioneta suspendida por una polea con un bloque de contrapeso.

Respuesta: 54,06 kg

Ejercicio 2.2.11. Un bloque de masa m, = 2 kg y uno de masa my = 6 kg se conectan por
medio de una cuerda sin masa sobre una polea que tiene la forma de un disco con radio R =
0,25 my masa M = 10 kg. De la misma forma, se permite que los bloques se muevan sobre un
bloque fijo en forma de cuiia con un dngulo de 30° como muestra la Fig. 2.35. El coeficiente de
friccion cinético es 0,36 para ambos bloques. Determine:

a. La aceleracion de los bloques.

b. La tension de la cuerda.
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Figura 2.35. Movimiento de dos bloques conectados por una polea.

Respuestas: a) 0,309 m/s? b)7,6TNy9 22N

Ejercicio 2.2.12. Una masa de 15 kg y una de 10 kg estdn suspendidas por una polea que tiene
un radio de 10 cm y una masa de 3 kg (Fig. 2.36). La cuerda tiene una masa despreciable y
hace que la polea gire sin deslizar. La polea gira sin friccion, las masas inician su movimiento
a desde del reposo cuando la distancia entre ellas es de 3 m. Trate a la polea como un dis-
co uniforme, y determine la velocidad de cada una de las masas cuando pasan en la misma
posicion.

Figura 2.36. Masas suspendidas por medio de una polea.
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Respuesta: 5,77 m/s

Ejercicio 2.2.13. Un bloque de peso de 50 N se une al extremo libre de una cuerda (se desprecia
su masa) enrollada en el borde de una polea de 0,250 m de radio y de masa (3 kg). La polea
fija solo puede girar libremente en un plano vertical en torno del eje horizontal que pasa por
su centro. El bloque que se libra 6 m sobre el piso. Determine:

a. La aceleracion del sistema, la tension que se ejerce sobre la cuerda y la rapidez con la
que el bloque golpea el piso.

b. La velocidad calculada anteriormente empleando el principio de la conservacion de la
energia.

Respuestas: a) 7,575 m/s* 11,36 N; 9,54 m/s b) 9,54 m/s

Ejercicio 2.2.14. Una rueda de molienda tiene la forma de un disco solido uniforme de 7 cm
de radio y 2 kg de masa. Empieza a moverse desde el reposo y acelera uniformemente bajo la
accion del momento de torsion constante de 0,600 N. m que el motor ejerce sobre la rueda.

a. ¢Cudnto tarda la rueda en alcanzar su velocidad final de 1200 rev/min?

b. ;Cudntas revoluciones efectiia mientras se acelera?

Respuestas: a) 1,03 s b) 10,34 revoluciones.

Ejercicio 2.2.15. Los bloques mostrados en la Fig. 2.37 estdn unidos entre si por una cuerda
de masa despreciable que pasa por una polea de radio R = 0,250 m y momento de inercia I".
El cuerpo sobre el plano inclinado sin rozamiento se mueve hacia arriba con una aceleracion
constante de magnitud a = 2m/s*. Determine:

a. Encuentre las tensiones en los dos lados de la cuerda.

b. Encuentro el momento de inercia de la polea.
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R=0,250 m,

2,00 m/s®
, h 4 [T;
. |
m= 20 kg
X
=

Figura 2.37. Diagrama de cuerpo libre de dos masas unidas por una polea.

Respuestas: a) 118,3Ny 156,2N b) 1,1875 kg - m?

Ejercicio 2.2.16. La polea que se muestra en la Fig. 2.38 tiene un radio R y un momento de
inercia I. Un extremo de la masa m estd conectado a un resorte de constante de la fuerza k, y el
otro estd unido a una cuerda enrollada alrededor de la polea. El eje de la polea y la pendiente
son sin friccion. Si la polea esta enrollada en direccion contraia a las manecillas del reloj de
modo que alarga el resorte una distancia d a partir de su posicion de equilibrio y después se
suelta desde el reposo. Encuentre el valor numérico para la velocidad angular cuando el resorte
esta nuevamente indeformado si se conoce que: 1 = 1kg-m?, R = 0,30m, k=50N/m, m =
0,50kg, d =120m, 6 = 37°
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Figura 2.38. Masa unida a una polea y aun resorte.

Respuesta: 0,696 rad/s

Ejercicio 2.2.17. Un cuerpo en forma cilindrica de 22 Ib de masa gira sin deslizar sobre una
mesa horizontal. En el instante en que su centro de masa tiene una rapidez de 36 km/h, encuen-
tre:

a. La energia cinética de traslacion de su centro de masa.
b. La energia rotacional alrededor de su centro de masa.

c. Su energia total.

Respuestas: a) 499 b)2507J c)74917

Ejercicio 2.2.18. Determine la aceleracion del centro de masa de un disco sélido uniforme
que rueda hacia abajo por un plano inclinado y compare esta aceleracion con la de un aro
uniforme. ; Cudl es el coeficiente minimo de friccion necesario para mantener el movimiento de
rodamiento puro del disco?

Respuestas: Aceleracion del disco: a = % gsin 6,

Coeficiente minimo de friccion: iy, = % tan 0

Ejercicio 2.2.19. Un disco solido uniforme y un aro simétrico se sitiian uno frente al otro en el
punto superior de un plano inclinado de altura h. Si se liberan ambos desde el reposo y ruedan
sin deslizar, determine sus velocidades cuando puedan alcanzar el pie de la pendiente.

¢ Qué cuerpo llega en primer lugar a la parte inferior del plano?

Respuestas:
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— /4h — Jah
a) Vdisco = “3 5 Varo = gh

b) El disco sélido llega primero.

Ejercicio 2.2.20. Una barra rigida ligera de 1 m de largo gira en el plano x y alrededor de un
soporte que traspasa por el centro de la barra. Dos cuerpos de masas 4 kg y 3 kg se conectan a
sus extremos. Encuentre el momento angular del sistema alrededor del origen en el instante en
que la velocidad de cada particula es de 5 m/s.

Ay
v=5mis
. 4 kg
O
0 v
,}{?ﬁ : - X
/
ﬂk{g:]'
Ny -
o

Figura 2.39. Movimiento de una barra que gira en el plano x.

Respuesta: 17,5 Kg.m?/s

Ejercicio 2.2.21. En un cierto instante la posicion de una piedra en una honda dada por 7=

(1, 7 7) m. El momento lineal p de la piedra es (12 7}) kg-m/s. Calcule su momento angular
I=7 x ?
— —
Respuesta: L =20,4 k kg-m?/s

Ejercicio 2.2.22. El vector de posicion de una particula de 2 kg de masa estd dado como una

— —
funcion del tiempo por 7 = (6 T 4+ 5t g ) m. Determine el momento angular de la particula

como una funcion del tiempo.

%
Respuesta: T =60F kg - m/s?
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Ejercicio 2.2.23. Un péndulo conico consta de una plomada de masa m se encuentra en movi-
miento en una trayectoria circular en un plano horizontal, como se ilustra en la figura. Durante
el movimiento, el alambre de soporte de longitud "Lz mantiene un dngulo constante 6 con la
vertical. Muestre que magnitud del momento angular de la plomada respecto del punto de so-
porte es:

Figura 2.40. Movimiento circular de un péndulo conectado a una masa.

3m?2 4
V cos 0

Ejercicio 2.2.24. Una masa de 4 kg se una a una cuerda ligera la cual estd enrollada alrededor
de una polea (Fig. 2.41). La polea es un cilindro solido uniforme de 8 cm de radio y 2 kg de
masa. Determine:

a. ¢Cudl es el momento de torsion neto sobre el sistema alrededor del punto O?

b. Cuando la masa tiene una velocidad v, la polea tiene una velocidad angular w = v/R.
Determine el momento angular total del sistema respecto de O.

c¢. A partir del hecho de que T = dL/dt y su resultado de b) calcule la aceleracion de la
masa.
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i REBX102m

m=4 kg

Figura 2.41. Polea cilindrica unida a una masa.

Respuestas: @)3,136 N - m b) 0,40 v ) 7,84m/s?

Ejercicio 2.2.25. Un disco solido uniforme de 3 kg de masa y 0,200 m de radio gira alrededor
de un eje fijo perpendicular a su cara. Si la frecuencia angular de rotacion es de 6 rad/s calcule
el momento angular del disco cuando el eje de rotacion:

a. Atraviesa el centro de masa

b. Atraviesa por una posicion a la mitad entre el centro de masa y el borde

Respuestas: a) 0,36 kg - m?/s b) 0,54 kg - m?/s

Ejercicio 2.2.26. Un disco sélido de masa M y radio R rota alrededor de un eje fijo perpen-
dicular a su cara. Si la frecuencia angular de rotacion es w, calcule el momento angular del
disco cuando el eje de rotacion:

a. Pasa por su centro de masa

b. Pasa por una posicion a la mitad del centro y del borde

Respuestas: a) 0,36 kg - m?/s? b) 0,54 kg - m?rad/s

Ejercicio 2.2.27. Una particula de 0,400 kg de masa se una a la marca de 100 cm de una
regla métrica de 0,100 kg de masa. La regla rota sobre un plano horizontal sin rozamiento con
una rapidez angular de 4 rad/s. Determine el momento angular del sistema, cuando la regla se
articula en torno de un eje.

a. Que forma 90° con el plano horizontal y que atraviesa la marca de 50 cm.
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b. Perpendicular al plano horizontal y que atraviesa la marca de 0 cm.

Respuestas: a) 0,433 kg - m?rad/s b) 1,733kg - m?rad/s

Ejercicio 2.2.28. Un cilindro para el cual el momento de inercia es I, gira alrededor de un eje
vertical sin friccion, con velocidad angular wy. Un segundo cilindro cuyo momento de inercia es
1> y que no gira al principio cae sobre el primer cilindro (Fig. 2.42). Puesto que las superficies
no ofrecen friccion, en algiin momento los dos discos alcanzardn la misma velocidad angular
w.

a. Calcule w.

b. Muestre que se pierde energia en esta situacion y calcule la proporcion entre la energia
rotacional final y la inicial.

ANTES DESPUES

Figura 2.42. Movimiento de dos discos en un eje vertical.

I

Respuestas: a) fe b) 135

Ii+1>

Ejercicio 2.2.29. Un carrusel de radio R = 2 m tiene un momento de inercia I = 250 kg -m? y
gira a 10 rev/min. Un nifio de 25 kg sube de un brinco al borde del carrusel. ;Cudl es la nueva
velocidad angular del carrusel?

Respuesta: 0,748 rad/s

Ejercicio 2.2.30. Una mujer de 60 kg de masa que estd de pie en el borde de una mesa que
puede girar horizontalmente tiene un momento de inercia de 1 102,5 1b - m? (trabaje en el SI) y
un radio de 2,00 m. El plano que inicialmente estd en reposo y puede girar libremente alrededor
de un eje vertical sin rozamiento que atraviesa su centro. La dama empieza a girar alrededor
de la orilla en direccion de las manecillas del reloj (cuando se observa desde arriba el sistema)
a una velocidad constante de 1,50 m/s con respecto a la Tierra.
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a. JEn qué sentido y con qué velocidad angular gira la mesa giratoria?

b. Determine el trabajo que realiza la dama para poner en movimiento la mesa giratoria

Respuestas: a) 0,69 rad/s (En contra de las manecillas del reloj) b) 67,5 joules

Ejercicio 2.2.31. Una barra uniforme de 100 g de masa y 50 cm de longitud gira en un plano
horizontal alrededor de un alfiler vertical fijo sin rozamiento y que atraviesa su centro. Dos
pequerias cuentas cada una de 30 g de masa, se colocan sobre la barra de tal manera que
pueden moverse sin rozamiento a lo largo de su longitud. Al inicio las cuentas se fijan por medio
de retenes ubicados a 10 cm a cada lado de su centro, tiempo durante el cual el sistema circula a
una velocidad angular de 20 rad/s. Repentinamente los retenes se sacan y las pequeiias cuentas
se deslizan en traslacion saliendo de la barra. Encuentre:

a. La velocidad angular del sistema en el tiempo en que las cuentas alcanzan los extremos
de la barra.

b. La velocidad angular de la barra después de que las cuentas han salido de ella.

Respuestas: a) 9,2 rad/s (En contra de las manecillas del reloj) b) 25,76 rad/s

Ejercicio 2.2.32. El estudiante de la Fig. 2.43 sostiene dos pesas cada una de 10 kg de masa
cuando sus brazos estdn extendidos horizontalmente las pesas estdn a una distancia de Im de
rotacion y el gira con una velocidad angular de 2 rad/s. El momento de inercia del estudiante
mds el taburete es de 8 kg - m? y se su pone que es constante si el estudiante desplaza las pesas
horizontalmente a 250 m del eje de rotacion calcule:

a. Lavelocidad angular del sistema.

b. El cambio de la energia mecdnica de este.
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—

w= 2,00 rad/s

1,00 m 1 1,00 m

Figura 2.43. Movimiento rotacional de las pesas.

Respuestas: a) 6,05 rad/s b) 113,3 joules

Ejercicio 2.2.33. Una delgada y uniforme mesa giratoria cilindrica de 2 m de radio y 30 kg
gira en un plano horizontal con una velocidad angular inicial de 4 wrad/s. El cojinete de la
mesa giratoria no ofrece friccion. Una pequeiia masa de arcilla de 0,250 kg se deja caer sobre
la mesa giratoria y se mantiene adherida a un punto a 1,80 m del centro de rotacion. Encuentre:

a. La velocidad angular final de la arcilla y la mesa giratoria (Considere la arcilla como
una masa puntual).

b. La energia mecdnica es constante en esta colision.

Respuestas: a) 124 rad/s b)4,74 kjy 4,66 kj

Ejercicio 2.2.34. Una fuerza horizontal constante F se aplica a un rodillo de césped que tiene
la forma de un cilindro uniforme de radio R y masa M (Fig. 2.44), si el rodillo rueda sin deslizar
sobre una superficie horizontal demuestre que:

a. La aceleracion del centro de masa es 2F/3M.

b. El coeficiente de friccion minimo necesario para evitar el deslizamiento es F/3 mg. (Su-
gerencia, considere el momento de torsion respecto al centro de masa.)
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Figura 2.44. Movimiento de un rodillo al aplicarle una fuerza.

Respuestas: a) 35 b) ﬁ

Ejercicio 2.2.35. Este problema describe un método para determinar el momento de inercia de
forma irregular, como la carga de un satélite. La Fig. 2.45 muestra un método para determinar
I en forma experimental. Una masa m estd colgada de una cuerda enrollada alrededor de un
eje interior (radio r) de una mesa giratoria que soporta la objeto. Cuando la masa se suelta
a partir del reposo, desciende uniformemente una distancia h, adquiriendo una velocidad v.
Muestre el momento de inercia I del equipo (incluida la mesa giratoria) es mr* (2gh/v* — 1)

Tl

Figura 2.45. Masa colgando de una cuerda alrededor del eje interno.

Respuesta: I=mr? 2 —1]

Ejercicio 2.2.36. Una bola de boliche se desliza y gira sobre una superficie horizontal de modo
tal que su energia cinética rotacional es igual a su energia cinética traslacional. ;Cudl es la
proporcion entre la velocidad del centro de masa de la bola y la velocidad tangencial de un
punto sobre su superficie?
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%
o

Respuesta: M =

vr

Ejercicio 2.2.37. Una masa m estd unida a una cuerda que pasa por un pequeiio hoyo en una
superficie horizontal sin friccion (Fig. 2.46). La masa inicialmente orbita con velocidad v, en
un circulo de radio ro. La cuerda se jala después lentamente desde abajo, disminuyendo el
radio del circulo a .

a. ¢Cudl es la velocidad de la masa cuando el radio es r?
b. Encuentre la tension en la cuerda como una funcion de r.
c. ¢Cudnto trabajo W se efectiia al mover m de ro a r? (Nota: la tension depende de r.)

d. Obtenga los valores numéricos parav, Ty W cuando r = 0,100 m, m = 50 g ro = 0,300
myvg = 1,50 m/s

JI_‘-r

___::

Figura 2.46. Movimiento de una masa alrededor de una cuerda en el centro.

Respuestas:

a. La velocidad de la masa cuando el radio es r es:

ToVo
v = —
r
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b. La tension en la cuerda como funcién de r es:

d. Parar = 0,100 m, m = 0,050 kg, ro = 0,300 m y vy = 1,50 m/s:

v=450m/s, T =10,13N, W =045]

Ejercicio 2.2.38. Dos astronautas (Fig. 2.47) cada uno con una masa de 75 kg, estdn conec-
tados por medio de una cuerda de 10 m y masa despreciable. Se encuentran aislados en el
espacio, orbitando alrededor de su centro de masa a velocidades de 5 m/s. Calcule:

a. La magnitud del momento angular del sistema considerando a los astronautas como par-
ticulas.

b. La energia rotacional del sistema. Al jalar la cuerda los astronautas acortan la distancia
entre ellos a 5 m.

¢. ¢Cudl es el nuevo momento angular del sistema?
d. ;Cudles son sus nuevas velocidades?
e. ;Cudl es la nueva energia rotacional del sistema?

f- ¢ Cudnto trabajo realizan los astronautas al acortar la distancia que los separa?

5,00 m

Figura 2.47. Dimensiones entre los astronautas.
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Respuestas:

a. 3,75 x 10%kg - m?/s
b. 18751

c. 4,66kj

d. 10 m/s

e. 5626]

Ejercicio 2.2.39. Una esfera sélida se coloca en la parte superior de un plano inclinado que
Sforma un dngulo 0 con la horizontal. Esta posicion inicial de la esfera corresponde a una
distancia vertical h sobre el suelo. La esfera se suelta y desciende por el plano. Calcule la
velocidad de la esfera cuando alcanza el pie de la pendiente en el caso en que:

a. Rueda sin deslizar.
b. Se desliza sin friccion y sin rodar.

c. Compare los tiempos que se requieren para llegar al pie de la pendiente en los casos a 'y
b.

Respuestas:

a. \/2gh
b. V2gh

c. Laesfera tarda mds tiempo en llegar al pie de la pendiente cuando rueda sin deslizar (caso

a) que cuando se desliza sin friccion (caso b)

Ejercicio 2.2.40. Un carrete de alambre de masa M y radio R se desenrolla con una fuerza
uniforme F (Fig. 2.48). Suponga que el carrete es un cilindro macizo simétrico que no desliza.
Muestre que:

a. La aceleracion del centro de masa es 4F/3M.
b. La fuerza de rozamiento es hacia la derecha y su modulo es igual a F/3.

c. Si el cilindro inicia del reposo y gira sin deslizar, ;Cudl es la velocidad de su centro de
masa después de que ha rodado una distancia d?
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. — /4Akd
Respuesta: ) v=1/337

Figura 2.48. Movimiento de un carrete de alambra por una fuerza.

Ejercicio 2.2.41. Suponemos una rueda solida de radio R a la cual se le da una velocidad
angular wy alrededor de un eje que atraviesa perpendicularmente su centro y luego se baja
hasta una superficie horizontal y se suelta. Suponga también que el coeficiente de rozamiento
de friccion entre la rueda y la superficie es .

a. Demostrar que el tiempo que transcurre en iniciar el movimiento de rodamiento puro es
Rwy/31g.

b. Muestre que la distancia que se desliza el disco antes de que ocurra el movimiento de
rodamiento puro es R*wy?/1811g.

Ejercicio 2.2.42. Un gran rollo cilindrico de papel de seda de radio inicial R se encuentra
sobre una larga superficie horizontal con el extremo abierto del papel clavo sobre la superficie.
Al rollo se le da un pequeiio empujon (vy = 0) y comienza a desenrollarse.

a. Determine la velocidad del centro de masa de rollo cuando su radio ha disminuido a r.
b. Calcule un valor numérico para esta velocidad en r = I mm, suponiendo R = 6 m.

c. ;Qué sucede con la energia del sistema cuando el papel se ha desenrollado completamen-
te? (Sugerencia: Suponga que el rollo tiene una densidad uniforme y aplique métodos de
energia).

. _ [agrr]"?
Respuestas: a)vem = |~ b) 15,34 m/s )0
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Ejercicio 2.2.43. La Fig. 2.49 muestra un carrete de alambre que descansa sobre una superficie
horizontal. Cuando se jala, no se desliza en la posicion de contacto P. el carrete se jala en las
direcciones indicadas por medio de las fuerzas vectoriales Fy, Fy, F5y Fy. Para cada fuerza
determine el sentido en que gira el carrete. Note que la linea de accion de F; pasa por P.

Figura 2.49. Movimiento de un carrete de alambras por distintas fuerzas.

Ejercicio 2.2.44. La velocidad de un automovil aumenta de 5 km/h al 50 km/h en 8 s, el radio
de sus llantas es de 45 cm. Determinar:

a. La aceleracion angular de los neumadticos, si la masa de cada llanta es de 30 kg y su
radio de giro de 0,3 m.

b. La cantidad de movimiento angular inicial y final de cada llanta

Respuestas: a) 3,47 rad/s? b)8.33 kg-m?*/sy 833 kg-m?/s

Ejercicio 2.2.45. 3 masas, cada una de 2 kg, estdn situadas en los vértices de un tridngulo
equildtero cuyos lados miden cada uno 10 cm. Calcular el momento de inercia del sistema 'y su
radio de giro con respecto a un eje perpendicular al plano determinado por el tridngulo y que
pase a través de:

a. Un vértice.

b. Del punto medio de un lado.
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c¢. Del centro de masa.

Respuestas:

a. I =0,04kg -m? R=0,0816m
b. I =0,025kg-m?% R =0,0645m

c. I =0,02kg-m? R =0,057Tm

Ejercicio 2.2.46. Encontrar el momento de inercia de la molécula de CO2 con respecto a un
eje que pasa a través del centro de masa y es perpendicular al eje. La molécula es lineal y el
dtomo de C se encuentra en el centro. La distancia C-O es de 113 x 10~m,

Respuesta: L=6,79 x 107*#2 kg - m?

Ejercicio 2.2.47. El momento de inercia de una rueda es de 1 000 1b pie®. En un cierto instante,
su velocidad angular es de 10 rad - s~1. Después que, rota 100 radianes, su velocidad angular
es de 100 rad - st Calcular el torque aplicado a la rueda y el aumento en la energia cinética.

Respuestas: 267,64 N -m; 671210J

Ejercicio 2.2.48. El radio de una moneda de 5 centavos es de 5 cm 'y su masa es de 5 g. Rueda
sobre un plano inclinado a 6 rps. Encontrar:

a. Su energia cinética de rotacion.
b. Su energia cinética de traslacion.

c. Su energia cinética total. ;Cudl es la distancia vertical de la cual tendria que caer a fin
de adquirir energia cinética?

Respuestas:
a. 4,44 x 1073]J
b. 8,88 x 1073]

c. 1,33x1072J;0,271m

Ejercicio 2.2.49. Un anillo de hierro cuyos radios miden 0,60 m'y de 0,50 m tiene una masa de
18 kg. Rueda sobre un plano inclinado, llegando a la base con una velocidad de 3,6 m - s™L.
Calcular la energia cinética total y la altura vertical de la cual cae.
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Respuestas: 215,5J;1,22m

Ejercicio 2.2.50. La varilla de la Fig. 2.50 cuya longitud es L y cuya masa es m, puede rotar
libremente en un plano vertical alrededor de su extremo a. Inicialmente se coloca en una posi-
cion horizontal y luego se suelta.

Cuando hace un dngulo « con la vertical, calcular:

a. Su aceleracion angular.
b. Su velocidad angular.

c. Las fuerzas en el lugar de suspension.

Figura 2.50. Movimiento de una varilla en un plano vertical.

Respuestas:

A Qg = SZ sin o

39

_ g
b w=,4/

c. F=mg+mk (& sina)2

Ejercicio 2.2.51. La rueda de la Fig. 2.51 que tiene un radio de 0,5 y una masa de 25 kg, puede
girar con respecto a un eje horizontal. Una cuerda enrollada alrededor del eje tiene una masa
de 10 kg, que cuelga de su extremo libre. Calcular:
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a. La aceleracion angular de la rueda.
b. La aceleracion lineal del cuerpo.

c. La tension de la cuerda.

Figura 2.51. Movimiento de una rueda conectada a una masa.

Respuestas:
a. 8, 73rad/s
b. 4,365 m/s?

c. 54,45N

Ejercicio 2.2.52. Calcular la aceleracion del sistema de la Fig. 2.52 si el radio de la polea es
R, sumasa es m y estd girando debido a la friccion sobre la cuerda. En este caso my = 50 kg,
me =200kg, M=15kgyR =10cm
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Figura 2.52. Movimiento de un sistema de una polea unida a dos masas rectangulares.

Respuesta: 5,72 m/s*

Ejercicio 2.2.53. En el sistema representado en la Fig. 2.53, M = 10 kg, m = 0,2 kg, r = 0,2 m.
Calcular la aceleracion lineal de m, la aceleracion angular del cilindro M, y la tension de la
cuerda. Despreciar el efecto de la pequeiia polea.

Figura 2.53. Movimiento de un sistema de una polea unida a dos masas, una de estas es circular.

Respuestas: 7=1,985N " m;a = 1,985rad/s*; a = 0, 377 m/s”

Ejercicio 2.2.54. Determinar, para el sistema de la Fig. 2.54 la velocidad angular del disco y
la velocidad lineal de my m’. Calcular la tension en cada cuerda. Suponer que m = 600 g, m’=
500g, R=8cmyr==6cm.
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e

Figura 2.54. Movimiento de un disco polea unido a dos masas.

Respuestas:

Aceleracién lineal de m: 1,33 m/s?

Velocidad angular del disco:16,6 ¢ rad/s

Velocidad lineal de m: 1,33t m/s

Velocidad lineal de m’:1,00 ¢ m/s

Tension en la cuerda que sostiene m:5,84 N

= Tensién en la cuerda que sostiene m/:5,40 N

Ejercicio 2.2.55. Para el sistema de la Fig. 2.55. Calcular la aceleracion de m y la tension en
la cuerda, suponiendo que el momento de inercia del pequeiio disco de radio r es despreciable.
En este caso,r =4 cm, R=12cm, M =4 kg ym = 2kg.
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Figura 2.55. Movimiento de un disco polea unido a una masa.

Respuestas: 0,981 m/s*; 17,66 N
Ejercicio 2.2.56. En la Fig. 2.56, M = 6 kg, m = 4 kg, m’= 3 kg y R = 0,40 m. Calcular:
a. La energia cinética total ganada por el sistema después de 5 s.

b. La tension de la cuerda.

Figura 2.56. Movimiento de una polea circular unida a dos masas.

Respuestas: a) 120,057 b) 35,28 N
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Ejercicio 2.2.57. Un anillo de 140 kg rueda a lo largo de un piso horizontal de modo que
su centro de masa tiene una velocidad de 0,150 m/s. ;Cudnto trabajo debe realizarse para
detenerlo? (Fig. 2.57). [5], [6], [4]

= MVTO.
il Traslacion
]
bt - v |
CcM
O {Inicial) FiFinal){Reposa)

Figura 2.57. Movimiento de un anillo por un piso horizontal.

Respuesta: 3,15]
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Capitulo I1I

MOVIMIENTO OSCILATORIO

3.1. Generalidades

En el macrouniverso, este movimiento llamado también “Movimiento Periddico”, es el mo-
vimiento repetitivo de un objeto el mismo que luego regresa a una posicién conocida después
de un intervalo de tiempo fijo. El movimiento repetitivo de tal objeto se llama “oscilacién”.
Cuando se desprecia el rozamiento del objeto con el medio en el cual se mueve (por ejemplo,
aire, para el caso de la Fig. 3.1) el movimiento periddico se llama movimiento arménico simple.

(M.A.S).

En el microuniverso, las oscilaciones también estdn presentes, especialmente a nivel atémi-
co y subatémico, donde son inducidas por fuerzas electromagnéticas. Sin embargo, el estudio
de estos fendmenos requiere el marco tedrico de la Fisica Cudntica, una ciencia que no se abor-

da en esta obra.

EL M.A.S también forma la base para comprender las ondas mecdnicas, las ondas sonoras,
las ondas sismicas, las ondas sobre cuerdas estiradas, y las ondas en el agua que son produ-
cidas por alguna fuente de oscilacién. A medida que una onda sonora viaja a través del aire,
elementos del aire oscilan de atrds para adelante, conforme una onda en el aire viaja a través
de un estanque, los elementos del agua oscilan arriba y abajo y en retroceso y hacia adelante.

El movimiento de los elementos conduce a una marcada similitud con el movimiento periédico
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de un péndulo oscilante o un objeto unido a un resorte laminar, como el de la figura 3.1. En un
extremo del resorte esta amordazado y si de la pequeiia esfera a partir de la posicién de equi-
librio “0” se le aplica una fuerza externa (Fext) hacia la izquierda, inmediatamente actuara la
fuerza eldstica recuperadora (Fx) en sentido opuesto, si se suprime la Fext., en el extremo “b”

el sistema masa (m) resorte realizard oscilaciones entre “b” y “a”.
3.2. Condiciones

3.2.1. Geometria

El desplazamiento es fijo, entre puntos equidistantes a la posicidn de equilibrio, mantenien-

do siempre la misma trayectoria.

3.2.2. Dinamica

La fuerza neta (F) que actda sobre la particula es directamente proporcional al desplaza-
miento y estd dirigida siempre hacia la posicién de equilibrio.

Fx = — Kz (Ley de Hooke)
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Feﬂ Fg _Eaxl "J

-

Figura 3.1. Definicién de variables en el M.A.S.

3.3. Definiciones
3.3.1. Posicion de Equilibrio

Es la posicién donde la fuerza neta que actia sobre la particula es nula. (Fx = 0) . Esta

posicion se caracteriza por encontrarse en el centro de la trayectoria (punto “0”) Fig. 3.1 MVTO.

Oscilatorio.

3.3.2. Posicion ()

Es la ubicacién (o posicidn) que tiene la particula en un instante de tiempo (t) cualesquiera,

respecto a un sistema de referencia, cuyo origen debe coincidir con la posicién de equilibrio
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0).

3.3.3. Amplitud (A)

Es la distancia maxima que existe entre la posicién de equilibrio (punto 0) y la posicién de
la particula en cualesquiera de los extremos (punto a o b). (A = X,,4) , en estas posiciones
la fuerza neta (F) que actda sobre la particula es también méxima y dirigida hacia el centro

(punto 0) contraria al desplazamiento (posicion x).

3.3.4. Oscilacion o ciclo

Es el camino que recorre la particula hasta que el estado de MVTO., se repita exactamen-
te en desplazamiento, velocidad y aceleracién, geométricamente una oscilaciéon puede ser la
trayectoria de b-0-a-0-b (tomando como referencia el punto b); o también a-0-b-0-a (tomando
como referencia el punto a); o también desde 0-a-0-b-0 (tomando como referencia la posicién

de equilibrio punto 0) en la Fig. 3.1.

3.3.5. Periodo (T’)

Es el tiempo que utiliza la particula en una oscilacién completa o ciclo.

At
T =— (3.1
n
En donde:
n = numero de oscilaciones
At = Tiempo en n oscilaciones (s)
También se define el periodo (T”) asi:
2mrad
7= (3.2)
w

En donde: w = Frecuencia angular del M.A.S
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3.3.6. Frecuencia

Es el nimero de oscilaciones completas que realiza la particula en la unidad de tiempo (1
segundo) asi:

f=> (3.3)

En donde:
f =frecuencia * = s7! = Hz
Como la frecuencia es el inverso del periodo, segtn las ecuaciones (3.1) y (3.2) tenemos:

1 w

f:T: 2w rad

3.4

De donde:
w=2rf((3.4)a

3.4. Descripcion geométrica del M.A.S haciendo una analo-
gia con el movimiento circular (M.C)

MVTO rlﬂ
- .
' __ Qft=0)
, T
_._ﬂ::‘
z .
L - -
x 1
. ol X [ x

Figura 3.2. Analogia entre el M.A.S y el MVTO. circular.
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Consideremos que una particula que realiza un movimiento circular uniforme (M.C.U). En
la trayectoria circular que se muestra en la Fig. 3.2 mientras la proyeccion del punto “Q” sobre
el didmetro horizontal (Eje X) proyeccion “P” ejecuta un M.A.S. Las caracteristicas cinemdticas
del MVTO., de “Q” son andlogas al MVTO., de la proyeccién P sobre el didmetro horizontal.
Asi por ejemplo el punto Q describe una trayectoria circular de radio “A”, para el movimiento
oscilatorio de la proyeccién “P”, el radio corresponde a la amplitud “A”, el periodo T para el
movimiento circular uniforme de Q es el mismo para “P” la frecuencia angular (w) del M.A.S
corresponde a la velocidad angular constante (w) del M.C.U., y la frecuencia (f) también son
las mismas.

Tomando como referencia el eje y positivo, la posicién inicial () de P lo calculamos asi:

sen 6y = % = 19 ==+ Asend, 3.5

0y Es el angulo entre el radio OQ y el eje y (+) tomado como referencia, en el tiempo (t=0)
y se denomina “Fase Inicial del MVTO.”, es un dngulo ajustable que sirve para establecer la
correspondencia inicial de x () parat =ty = 0.
xo, es la desviacién (Posicion Inicial) del cuerpo respecto de su posicién de equilibrio (Punto
0) parat=0,
Se confiere el signo (+) a z, cuando la particula se encuentre a la derecha de la posicién de
equilibrio y el signo (-) cuando este a la izquierda.
Al ir girando la particula de referencia Q, su proyeccién P tiene un movimiento de vaivén sobre
el didmetro horizontal, alrededor del punto central “0”, el mismo que representa la posicién de

equilibrio.
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3.4.1. Determinacion de la posicion o desplazamiento

MVTO ?'.-
.--'r =
3 I | | ¢ ]
v ,
—
-
I:
! A n' T .-
| e %

Figura 3.3. Definicién de la posicién (x) en funcién del tiempo (t).

Luego de un tiempo cualquiera t = t, el dangulo entre OQ y el eje y (de referencia) sera:

0 =0y+ wt
Y se denomina dngulo de fase del movimiento, luego:
senf) = &
O también:
x =+ Asen (wt + 6) (3.6)
En donde:

x = Posicién o Desplazamiento (m)

A = Amplitud (m)

w = Frecuencia Angular (rad/s) del M.A.S que es igual a la velocidad angular constante del
M.C.V de la particula Q.

La componente del desplazamiento de Q sobre el eje X representa la posicion de P. se confiere

el signo (+) a la posicién (x), cuando la particula se encuentra a la derecha de la posicion de
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equilibrio y el signo (-) cuando esta a la izquierda.

3.4.2. Determinacion de la velocidad (/) en funcién del tiempo ()

¥
VT A . B=wt+d,
g B Q
.. e i
ol
. b
A al
v
\
! A * . T
- o X p Vi ox

Figura 3.4. Definicién de la velocidad (v) en funcién del tiempo (t).

La velocidad tangencial del punto de referencia Q, tiene con médulo wR = wA, por lo que
la componente sobre el eje X, representa la velocidad de la proyeccién P. (Fig. 3.4). Tenemos:
cos (Wt + ) = 4=
vy = +v cos (wt + bp)
v, = T wA cos (wt + bp) 3.7

El signo de la velocidad es (+) cuando la particula se mueve hacia la derecha y (-) si lo hace
a la izquierda.
3.4.3. Velocidad () en funcién de la posicion (z)

De la misma Fig. 3.4 tenemos:
cos (wt +6p) = QA—P

Acos (wt +6y) = QP (a)
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Del trigngulo rectdngulo OPQ tenemos: QP = /A2 — X2 en (a)
A cos (wt +6y) = VA2 — X2 (b) segln (3.7) A cos (wt + ) = = (c)

() =(c) = = = VA =X 5 v, —w VA - X (38)

3.44. La aceleracion (a) en funcién del tiempo (t)

En el M.C.U de la particula Q, la aceleracién es centripeta, porque la tangencial es cero
(at = Ra = 0).
a = ap cuyo médulo es: @ = w? R = w? A, la componente sobre el eje X de esta aceleracion
representa la aceleracion de la proyeccién P. (Fig. 3.5).

Asi tenemos:

¥y
MVTO '} =
v v B=wt+f,
F L =3 Tl Al g
/ e qa‘ ..':.L J.
i e ‘8
/ J A ,
/ et @ i b
{ =t J !
|/ ! )
I/ | y
f : \
| ! \
| A : | g
5 -
|| 0 P | x
1 f
! /
Y I
\ /
N /
% i

Figura 3.5. Definicién de la aceleracion en funcién del tiempo (t).

sen (wt + ) = =2

a, = —asen (wt + 6)
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a, = —w? Asen (wt + ) 3.9

3.4.5. La aceleracion (a) en funcion de la posicion

€, 9

Segin la ecuacién (3.6): © = Asen (wt + 6,), reemplazando este valor por “z” en la ecua-

cioén (3.9) tenemos:

ay = —w?zx (3.10)

En este caso se utiliza exclusivamente el signo (-) porque siempre la aceleracién es de sen-
tido contrario a la posicién (z) o también se opone siempre al movimiento de la proyeccién
(P). De las relaciones establecidas para la posicién (x) ecuacién (3.6), para la velocidad (v)
, ecuaciones (3.7) y (3.8) y para la aceleracién (a), ecuaciones (3.9) y (3.10) se establece las

siguientes conclusiones:

a. Se obtiene la posicién méaxima, cuando la rapidez (v) es cero, o sea cuando el dngulo 6 o
(wt + 6p) = 90°, en la ecuacién (3.6) x = £ A.
En cambio, segtin (3.8) + = A = la velocidad v = 0 o segun la ecuacién (3.7) Cos
90°=0, en este punto en cambio la aceleracién serd mixima de acuerdo a las ecuaciones

(3.9) 0 (3.10): amsx = —w2A.

b. Se alcanza la posicién de equilibrio (x = 0) cuando la rapidez es maxima (6 = wt + 6y = 0° 0180°)

y la aceleracién es cero segun las ecuaciones (3.9) o (3.10).
c. La aceleracién es siempre proporcional y opuesta a la posicion.

d. La posicién inicial (xg) y la rapidez inicial (vy) son condiciones iniciales del MVTO.,

independiente de la frecuencia angular (w) del MVTO.
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3.4.6. Determinacion del periodo (T’) en el movimiento oscilatorio (M.A.S)
- Péndulo de resorte helicoidal

Sabemos que el periodo (T”) es:
Segtin la ecuacioén (3.2)
T = %" (3.2)
Por otro lado, de acuerdo a la segunda Ley de Newton:
F=ma
Y como en el M.A.S; a = —w? X (3.10) nos queda la fuerza (F)
F=-muw?X ()
Y de acuerdo a la Ley de Hooke:
F=—-kX (%)

En donde: k = Constante Eldstica o Recuperadora (N/m)

Figura 3.6. Péndulo de resorte

Igualando: (*) = (**) nos queda:
—kX = —mw? X, de donde:

k=muw?
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ﬁzﬁéw:ﬂﬁ (3.11)
m m

Reemplazando (3.11) en (3.2) tenemos:

%w 2
==L =0, (3.12)
w k k

m

Y la frecuencia (f) inversa del periodo (T”) sera:

f= i \/? (3.13)
2 Vm

3.4.7. Determinacion de las leyes (ecuaciones) del M.A.S. utilizando calcu-
lo diferencial

Como hemos visto, la fuerza (F') la podemos expresar de acuerdo a la Ley de Hooke (— K x)
o de acuerdo a la segunda Ley de Newton (m - a) en la cual la aceleracién lineal (a) es la

segunda derivada de la posicién (x) respecto al tiempo.

2 . . 2 . .
ZTZ;‘ , lo que significa que: F' = m ‘éT?, igualando esta dos relaciones tenemos:
2
m‘é% = —kx
&z

mz + kx = 0 dividiendo para m tenemos:

2 2
%+%x=0:>%:—£x (3.14)
Ahora las funciones, que derivando se obtienen funciones de la misma naturaleza, son las
funciones seno o coseno, porque la condicion es que la segunda derivada de x = f(t) sea una
funcién de x, elegimos como:
x = Asen (wt + 6y); en donde 6 = wt + 6y; A= Amplitud 0 Xmax
Si derivamos una vez la funcién anterior tenemos:
4 — Aw cos (wt + 6p); y la segunda derivada:
&’z

% = —Aw?sen (wt + 6y); pero como: = Asen (wt + )

Se cumple la condicién de la ecuacién (3.14), es decir:
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= —w?zr;endonde —w? = —£ = = ,/k
m m

x
a2
Entonces para que se cumpla la relacién de la ecuacion (3.14) la posicidén x es:

x = + Asen (wt + 6) (3.6) la primera derivada significa (v)

v="% =+ Aw cos (wt + ) (3.7) y la derivada de v = f (t) es la aceleracién a
a=%= ‘(%f = —Aw?sen (wt + ) (3.9).

Que son las relaciones que se demostraron por la analogia con el M.C.V y geométricamente.

3.4.8. Energia en el movimiento oscilatorio (M.A.S.)

Como la unica fuerza que actda sobre la particula que vibra con M.A.S es la fuerza eldstica
que depende de la posicién (F = - k X), esta es una fuerza conservativa por lo tanto debe
mantenerse constante la energia mecdnica total del sistema.

En cualquier posicion debe cumplirse entonces la conservacion de la energia mecanica (EM):
EM =EC+ EP =CONSTANTE (3.15)

En donde:
EC = Energia Cinética Instantdnea y sera:
EC = imuv* donde:
v=2wA cos (wt+0p) ym==L
Remplazando tenemos:
EC =1 (&) w? A2 cos? (wt + b))
Ahora el coseno, es maximo, cuando § = wt+ 6, = 0° y esto ocurre en la posicién de equilibrio
(punto 0):
cos?(wt + 00) zimo = 1
EC = 1k A% enel centro.
Durante el movimiento la Energia Cinética varfa entre cero (en los extremos) y el valor indicado
en el centro.

En cambio, la energia potencial (EP) en un instante cualquiera es:

EP = 1k X? en donde:
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X = £ Asen (wt + 6y) reemplazando tenemos:
EP =1k A%sen? (wt + 6y) = 1 K A%sen? (wt + b))

Como sen? (wt + 6p) = 1 en los extremos cuando 6 = wt + 6y = 90° 0 270° tenemos:

maimo
EP,x = 1k A? enlos extremos.
Durante el movimiento, la energia potencial varia entre cero (en el centro punto 0) y el valor
mdaximo indicado (en los extremos). En el transcurso de la oscilacién hay un intercambio de
energia potencial y cinética, pero en cualquier posicion la energia mecénica es constante e igual
a % K A? , por ejemplo, en el centro:
EMy = ECy+ EFPy = ECyux = %k A?
En los extremos:
EM, = E€, 4+ EP, = EPysx = 3 k A?
Cuando la particula se aleja de la posicién de equilibrio, la energfa potencial intercambia su
valor a expensas de una disminucién de la Energia Cinética y viceversa:
La Energia Mecénica en cualquier instante sera:
EM = EC + EP = $mv* + 1k A% o también:

EM =1% 0 A%cos?0 + Lk A%sen 0

EM = 1k A% (cos® 0 + sen?0)
Como:cos?  + sen? 6 = 1, entonces.

1
EM = 3 k A? = Constante (3.16)

Podemos representar la energia mecanica total en un grafico como el siguiente: Fig. (3.7).
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Energia Mecanica Total (EM)

—pm Energia Cinética (EC)

— ™ Energia Potencial (EP)

b A 0 A a

Figura 3.7. La energfa mecédnica en el MVTO oscilatorio (M.A.S).

3.4.9. Osciladores practicos del (M.A.S)

El andlisis de los principios del M.A.S es aplicable en la realidad a todos los sistemas vibran-
tes de corta amplitud. Estos sistemas no pueden ser tinicamente mecanicos, sino que también

son aplicables para osciladores afines como ondas de radio, microondas, entre otros.
El péndulo matematico o péndulo simple

Es un sistema mecdanico que consta exactamente de una pequefla masa, que puede conside-
rarse como una masa puntual (m) suspendida de una cuerda de masa despreciable e inextensible.
Cuando el sistema se separa de la posicion de equilibrio y se suelta, el péndulo oscila en un plano
vertical por accién de la gravedad, Fig. 3.8a.

Consideremos un péndulo de longitud L y una particula de masa (m) oscilando:

Refiriéndonos al diagrama del cuerpo libre (d.c.l) de la Fig. 3.9(b), en cualquier posicién, las
fuerzas que actdan sobre la particula son: su peso (mg) y la tensién de la cuerda (T).

La resultante de las fuerzas en direccién radial (o central) eje Y (T' — mg cos 6) proporciona la

aceleracion centripeta (o radial), que permite a la particula moverse en el arco de circunferencia.
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En cambio, la componente del peso en la direccién tangencial (mg senf) es la fuerza restaura-

dora (F)) que trata de volver a la particula a la posicién de equilibrio. (Eje X) asi tenemos:

AIIS IS IIIS SIS IS IS I LA

8
L
b ..
m - 5 im
o s=X

Paosicion de Equilibrio

(a)

Figura 3.8. Péndulo matematico.
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3 :
Kw’ ;
L R
mg sin B , i «mg cos 8
mg
(b}

Figura 3.9. Diagrama del cuerpo libre (d.c.]).

F. = —mgsen6
Para dngulos pequefios, de hasta aproximadamente 10° (grados) se tiene que:
sen = 6 (en radianes)
Por lo tanto: F,, = —mg 6
Por otro lado, sabemos que de la relacién entre desplazamientos lineal (Ar 2 AS =5 = X)y
el angular (A0 = 0), se tiene que:
0= % =~ %, luego nos queda:
F.=—mg %
Ahora, de acuerdo a Hooke, la fuerza recuperadora: = F,, = —k X
Igualando estas dltimas relaciones tenemos:
—kX:—mg%ék:%
Reemplazando esta constante recuperadora en la férmula correspondiente al periodo para un

oscilador: ecuacion (3.12)

T’ZQ?T\/%ZQW /%
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T =21

L (3.17)
g

Analizando este ultimo resultado concluimos:

a. El periodo del péndulo simple depende de la longitud (L) y es proporcional a la misma.

b. El periodo también depende de la aceleracién del campo gravitacional (g) y con ella es
inversamente proporcional, aumentando el periodo, cuando la aceleracién disminuya, por

ejemplo, en diferentes puntos en la tierra, o en la luna.

c. El periodo (T’) es independiente de la masa puntual (m), o sea se obtendra valores apro-

ximados para una esferita de corcho o de madera que para una de acero.

d. El periodo (T’) también es independiente de la amplitud, para dngulos pequefios, de hasta

aproximadamente (10 a 15 grados).

El péndulo fisico

Mientras el péndulo simple se trata de una masa puntual, oscilando alrededor de un eje
alejado de la masa puntual, ahora trataremos a un cuerpo rigido, es decir cualquier cuerpo de
cualquier forma, que pueda oscilar alrededor de un eje perpendicular al cuerpo que atraviese al
mismo por un punto de suspensién (0) que no coincida con su centro de masa, a este oscilador

se llama “péndulo fisico”, Fig. 3.10.
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Figura 3.10. Péndulo fisico (Posicién de equilibrio).

Si la ldmina rectangular que se muestra en la Fig. 3.10 se encuentra suspendida por un eje
perpendicular que pasa por “0” si en la posicidn vertical, la 1dmina se encuentra en equilibrio
estdtico, si a partir de esta posicion le aplicamos un torque externo contrario a las manecillas del
reloj hasta colocarlo en la posicién “a” y si en estas condiciones lo soltamos (suspendemos el
torque externo), el torque recuperador permite que la ldmina regrese a su posicidn de equilibrio,
pero no se detiene, sino que gira hasta una posicién similar en el otro lado, y asi realiza un
movimiento oscilatorio, a este oscilador 1o llamamos “Péndulo Fisico”.

Llamando:
m = Masa del cuerpo

I = Momento de inercia con respecto a “0”
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7/ = Toque recuperador = K’ 6
Ahora el torque que actia sobre el péndulo en la posicién “a” que permite que regrese a la

posicién de equilibrio es:

T = —myg sen 0 d; para dngulos pequefios: sen§ = 6 (en rad)
T = —myg 0 d; igualando con el torque recuperador:
—K'0 = —mgf0d = K’ = mgd (constante recuperadora para un péndulo fisico)

Por otro lado, sabemos que la segunda Ley de Newton, para la rotacion es:

— T — 740
T=1la=1%;

Igualando con el torque recuperador: 7/ = — K’ 6 tenemos:
Id20 _

%z = —K'0 ; dividiendo para I tenemos:

9 _ _ K
w=—T0@
Para que la relacién anterior (a) se cumpla, la funcién , serfa, por ejemplo:

0 = 0, sen (wt + 6p)

B — w6y, cos (wt + bp)
‘;273 = —w?0,, —sen (wt+6y) = —w?0

Por lo tanto:

29 - _K
—wl=—-Fl0w = T

K’

Como el periodo (T) es: T" = %"; tenemos:

_ 27 _ /I
Tl—\/Z:>TI—27T K

I
Reemplazando el valor obtenido para la constante recuperadora para este caso tenemos:

1

T =2
i mgd

(3.18)

En donde d es la distancia entre el centro de gravedad y el punto de suspension.
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El péndulo de torsién

LA TSI f/ SIS e Ie Y ’ff/
" /.///'// ///z///f i //"///

E~ A .. ! \:
\\ . ¥ /"; /
i MR .
| 9 ] Q
~Ym
- -

Pummn de Equilibrio

Figura 3.11. Péndulo de torsion.

Un cuerpo rigido que puede girar alrededor de un eje perpendicular que pasa por su centro
de masa, como el de la Fig. 3.11 se llama "Péndulo de Torsién".
El torque recuperador serd:7 = — K’ 6, en donde:
K’ = Constante de torsion recuperadora
7 = Torque recuperador (negativo -) es opuesto al desplazamiento angular ().
Por otro lado, sabemos que: 7 =T =1 fzf

Igualando con el torque anterior tenemos:

[—-20= Ky (A)

133



Fisica. Fundamentos teérico-practicos de Dinamica Rotacional
y Movimiento Oscilatorio para ciencias e ingenieria

Para que se cumpla la ecuacién (A); si: € = O msen (wt + 6p)

Entonces: © = w@m cos (wt + 6y), y la segunda derivada ser:

% = whmsen (wt + bp)
Como: § = §msen (wt + 6;) tenemos que:
L0 — 20 (B)

Igualando (A)= (B)

89 =-w = - = & = u=—/% reemplazando en la férmula del perfodo (T)
tenemos:
21 1
T ="=2 — 3.19
w i K’ ( )
En donde:

I= Momento de inercia con respecto a un eje que pasa perpendicular al cuerpo con el centro de

masa.

K’ = 7 constante recuperadora de torsién [22]. [5], [7], [6]
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Capitulo IV

EJERCICIOS PROPUESTOS Y
RESUELTOS DE MOVIMIENTO
OSCILATORIO

Similar al capitulo II, intentamos facilitar la comprension del lector enumerando las ecua-
ciones internamente en cada ejercicio resuelto. Ademds se presentan los datos de los ejercicios
y se incluyen paulatinamente las variables y magnitudes a determinar segtin el enunciado del

ejercicio.

4.1. Ejercicios resueltos

Ejercicio 4.1.1. Un oscilador estd formado por un bloque de 0,500 kg de masa conectado a
un resorte. Cuando se hace oscilar con una amplitud de 35 cm, el oscilar repite su movimiento
cada 0,500 s. Encuentre:

a. El periodo.

b. La frecuencia.

c. La frecuencia angular.
d. La constante del resorte.
e. La mdxima velocidad.

f. La magnitud de la mdxima fuerza sobre el bloque desde el resorte.
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: A A=Xmax  _
b a

Figura 4.1. Oscilacién de un bloque de masa m conectado a un resorte.

Datos:
m =0,5kg
A=35cm=0,35m
T=0,5s

Resolucion (a): El periodo (T), es el tiempo que tarda en realizar una oscilacién de “a”

hacia “b” y “b” hacia “a”, estd dado por ' = 0, 5s

Resolucion (b): La frecuencia es en inverso del periodo, por lo que:

f=

Nl =

1
0,5s

=2Hz
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Resolucion (c): La frecuencia angular estard dada por:

27
T
=2nf
~ 2mrad
0,58
rad

= 47—
S

_ 19,6
S

w

Resolucion (d): De la igualdad w = \/% tenemos que:

k=muw

2

- 0,5kg<12,6id>
=T79N/m

Resolucion (e): La velocidad maxima estard dada por:

Uméx = wA
d
= 12,625 (0,35m)
s
=4,4m/s
Resolucion (f): La magnitud de la fuerza maxima estard dada por:
Enéx = M Am4x
=muw® A
rad >
=0,5kg <12, 6 > (0,35m)
S
=27,6N

Ejercicio 4.1.2. Una particula de masa igual a 1 x 1072° kg oscila con movimiento arménico
simple a un periodo de 1 x 107° s y a una velocidad mdxima de 1 x 10° m/s. Calcule:

a. La frecuencia angular.
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b. El desplazamiento mdximo de la particula.

Datos:
m=1x10"2kg

M.A.S
T=1x10"%s

Umax = 1 x 103m/s

Resolucion (a):

Resolucion (b):

_ 10°m/s
6,28 x 1072

=159 x 10~*m
=1,59 x 103 m x

=1,59mm

10° mm

Ejercicio 4.1.3. En una maquinilla eléctrica para afeitar, las navajas se mueven hacia ade-
lante y hacia atrds a una distancia de 2 mm en movimiento armonico simple (M.A.S), con una

frecuencia de 120 Hz. Encuentre:
a. La amplitud.

b. La mdxima velocidad de las navajas.

c. La magnitud de la mdxima aceleracion de las navajas.
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Figura 4.2. Movimiento de las navajas para afeitar.

Datos:
2A = 2mm

A=1mm=10"3m
M.A.S
f=120Hz

Resolucion (a): De la ecuacién 2A = 2 mm, se tiene que:

A= -mm
2
= 1lmm
=10"%m
Resolucion (b):
Umix = Aw [1]

=A2nf
=10"%m (27) <120>

S

=0,75m/s

124
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Resolucion (¢):

Amax = Aw?

10 (27‘[’ X 120)2
S

= 568, 5m/s?

Ejercicio 4.1.4. Se puede considerar que un automovil estd montado sobre cuatro resortes idén-
ticos por lo que respecta a oscilaciones verticales. Los resortes de cierto auto estdn ajustados
de modo que las oscilaciones tienen una frecuencia de 3 Hz.

a. ¢Cudl es la constante de resorte de cada resorte si la masa del auto es de 1 450 kg y estd
uniformemente distribuida sobre los resortes?

b. ;Cudl serd la frecuencia de oscilacion si cinco pasajeros, que en promedio pesan 73 kg

cada uno, viajan en el auto? (De nuevo, considere una distribucion de masa homogénea).

Datos:
2A = 2mm

A=1mm=10"3m
f=3Hz
N°resortes = 4

Mauto = 1 450 kg

Resolucion (a): De acuerdo con la ecuacién k = mw? y w = 27 f, se tiene que:

o (3)}2

k= Mpasajeros |:
S
2
(6m)” m
2 X
S

=1,29 x 10°N/m

= 365kg
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Resolucion (b): Se tiene que:

k
wp = —
my

1,29 x 10°
N 453,75
rad

= 16,86 —
S

de donde,

w1
o

16,8624
~ 2rrad
= 2,68 Hz

fi

Ejercicio 4.1.5. El piston de la cabeza del cilindro de una locomotora tiene una carrera de
0,76 m (doble de la amplitud). Si el piston se mueve con M.A.S'y una frecuencia de 180 rev/min.
¢ Cudl es la mdxima rapidez?

Datos:

2A=0,76m
A=%%m=0,38m

M.A.S

Resolucion: Se tiene que:

w= 180" i 2rrad omin o oorad g g rad
min rev 60s s S
de donde,
Vmax = Aw
—0,38m (187 85 ms“d>
=7,2m/s

Ejercicio 4.1.6. En cierto puerto, las mareas ocasionan que la superficie del océano suba y
baje una distancia d (desde el nivel mds alto al mds bajo) en movimiento arménico simple, con
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un periodo de 12,5 h. ; Cudnto tarda el agua en bajar una distancia d/4 desde el nivel mds alto?

i i
h
| -
%
1 - Tao
=4
oy

Figura 4.3. Movimiento de la superficie del océano.

Datos:
A=
T=12,5h
T = %@0 = Fase Inicial =0
w= 2% = 122,75Th
Resolucion:

= A cos (wt + 0p)

x1 = A cos(wty)

2m
C0571 (0, 5) = mtl
o nrad
, 00 X B (12,50)
2m
t,=2,08%
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Ejercicio 4.1.7. Un oscilador consta de un bloque unido a un resorte (k = 400 N/m). En al-
glin tiempo t, la posicion (medida desde el lugar de equilibrio del sistema). La velocidad y la

aceleracion del bloque son, x = 0,100 m, v = 13,6 m/s ya = -123 m/sQ. Calcular:

a. La frecuencia de oscilacion.
b. La masa del bloque.

¢. La amplitud del movimiento.

Datos:
ke = 400N /m
t=1
21 =0,100m
v=—13,6m/s
a=—123m/s?

Resolucion a: Aplicamos las ecuaciones del M.A.S, obteniendo que z; = A coswt;, de

dénde:
0,1
A

por otro lado, de la igualdad a; = —Aw? cos w t,, se tiene que

coswt; =

123

COS 'U)t] = m

igualando ambas ecuaciones:

v [

asi,

= 5,b8 Hz
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Resolucion b:

k
m=—
w2

400
(35)°
=0,325kg

Resolucion c:
v = wy/ A2 — 1,2

(—13,6)* = <35\/A2 — (0, 1)2)2

A?—(0,1)* = (13,6)
’ (35)°
—13,6)
A2 _ ( ’ + 07 1 2
VA2 = /0,161
A =0,400m

Ejercicio 4.1.8. Encuentre la energia mecdnica de un sistema formado por un bloque y un
resorte cuya constante de resorte es de 1,3 N/m y cuya amplitud de oscilacion es de 2,4 cm.

Datos:
k=1,3N/m
A = 2,4cm X IO(I)nCm
A=0,024m

Resolucion: De acuerdo con la ecuacién 7.15 la energia mecénica (E) es la suma de la ener-

gia potencia elastica (U) y entre la energia cinética K y es una constante.
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EM:U+K:%kxfn
1, 1 )
= 51“1 =3 (1,3N/m) (0,024 m)
=3,7x107*J

=3,7x 107" x

103mJ
J

=0,37m]

Ejercicio 4.1.9. Un resorte vertical se estira 9,6 cm cuando de su extremo se cuelga un bloque
de 1,3 kg. Calcule:

a. La constante de resorte, este bloque se desplaza luego de otros 5 cm hacia abajo y se
suelta desde el reposo.

b. El periodo.
c. La frecuencia.
d. La amplitud.

e. La velocidad mdxima del M.A.S resultante.

Fig (a) Fig (b) Fig (c) Fig (d)
35| :

Sin ' ( —0

estirar i 0 :
posicién m| a E
de " nl
:E m
equilibrio 4 1
mg

Figura 4.4. Movimiento de un resorte con distintas masas.
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Datos:
1 =9,6cm = 0,096 m
m =1,3kg

Tm=A=5cm

A=0,05m

Resolucion (a): En la Figura (b) se tiene que w = kx4, de donde:

~ 1,3kg (9,8m/s?)
N 0,096 m

=132,7N/m

k

Resolucion (b): Se tiene que:

de donde:

~ 10,1
=0,62s

Resolucion (c¢): De la ecuacién f = % ﬁ, se tiene que f = 1,6 Hz

Resolucion (d): A =0,05m = 5cm

Resolucion (e):

Umax = Aw = 0,05 (10, 1)
=0,51m/s
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Ejercicio 4.1.10. ;Cudl es la longitud de un péndulo simple que marca 2 segundos al terminar
una oscilacion completa de izquierda a derecha?

Pindulo
simpbe o
Pénduio
matematico

Figura 4.5. Movimiento de una barra unida a un eje de giro.

Datos:
T=2s
g=9,8m/s?

Resolucion: La formula para calcular el periodo (T) de un péndulo simple es:

Ap?= = T2
g
de donde:
T? . ¢
L —
42
_ (29)7(9,8m/s?)
a 42
=0,99m
=99 cm
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Ejercicio 4.1.11. Un péndulo fisico consta de una barra graduada unida a un eje de giro en un
pequerio agujero perforado en la barra a una distancia d desde la marca de 50 cm. El periodo
de oscilacion es de 2,5 s, encuentre d.

7
=
=
n L ! 50 em
E cdg
(=}
= Péndulo
2 m fisico
L |
. fMVTO

Datos:
Lypgrra = 100cm =1 m

T=25s

I=35ml?

Resolucion: Aplicando la férmula T" (periodo para un péndulo fisico)

T—om L
mgd

T o - L2
wgd
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despejando la distancia:
L2
d=———rmy
129 (4=)
_ 4r%(1m)?
12(9,8) (2,5)°
=0,054m
=5,4cm
Ejercicio 4.1.12. Un pequeriio cuerpo de masa 0,25 kg estd ejecutando un M.A.S de amplitud
0,50 m y el periodo de 0,75 s. Determinar:

a. Elvalor mdximo de la fuerza recuperadora que obra sobre el cuerpo.

b. Silas oscilaciones son producidas por un péndulo simple formado con este cuerpo, ;cudl
es la longitud el mismo?

Datos:
m = 0,25kg
A=1Zn4 =0,5m
T=0,75s

Resolucion (a): Se tiene que F,5 = k - T4y, despejando k de la ecuacion T = 27‘('\/%
4.7%2.m
b=
4-7%(0,25)
(0,75)*
=17,5N/m

por tltimo:

Enéx = (177 5) (07 5)
— 877N
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Resolucion (b): Despejando L, de la ecuacién 72 = (27r . \/% ) se tiene que:

_ Ty
4. 272
(0,75)% (9, 8)
4. 272
=0,14m

L

Ejercicio 4.1.13.

Una particula ejecuta un M.A.S lineal con respecto al punto x = 0, cuando se inicia la descrip-
cion del MVTO en t = 0, xo = 0,50 cm, y cuando la velocidad es cero, x = 1 cm y la frecuencia
es de 0,25 Hz (exprese la posicion x con la funcion seno). Determinar:

a. El periodo.

b. La frecuencia angular (-)

c. La amplitud

d. El dngulo de fase inicial (-)

e. La elongacion (x) en funcion del tiempo (t)
[ Lavelocidad mdxima (-)

g. La aceleracion mdxima (-)

h. La elongacion parat =3 s

i. Lavelocidad parat=3s

Datos:
m = 0,25kg
A= Tmix — 0,5m
T=0,75s

t=0—29=0,50cm
v=0=zr=1lcm=A

f=0,25Hz
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Resolucion (a):

Resolucion (b):

Resolucion (¢):

Zo

0 ==
sen(fp) .
0,50
de donde
00 - 300
= —rad
Resolucion (d):
x = tAsen (wt+ )
T
— +1sen (1, BT+ g)

Resolucion (e):

dx
dt

— 41,57 cos (1,57t n %)
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Resolucion (f):

Umaz = W A
=1,57(1)
=1,57cm/s

Resolucion (g):
Amsx = *’UJ2A
= —(1,57)* (1)
= 2,465 cm/s>

Resolucion (h):

r=1 [sen (1, 57(3) + %)}

= sen (5, 23rad x 180 )

mrad

= —0,87cm

Resolucion (i):

v =1,57 cos [1,57 (3)+ %}

1 (e]
= 1,57 cos [5, 23 rad x 80 }
nrad

=0,78cm/s

Ejercicio 4.1.14. Un aro circular de radio 60 cm 'y masa 4 kg oscila alrededor de un eje hori-
zontal (I-I). Determinar:

a. La frecuencia (f) de oscilacion para movimientos de pequeiias amplitudes.

b. La longitud del periodo simple equivalente
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by

Figura 4.6. Movimiento de un aro circular en un eje horizontal.

Datos:
R=0,60m
M = 4kg

Resolucion (a): Aplicamos la ecuacién del péndulo fisico: T = 27 m#gd, donde d = dis-

tancia entre el centro de gravedad y el punto de suspension. En este caso: d = R. Con el teorema

de Steiner:
I=1Iy+MR?=MR?>+ MR?
=2MR?
de donde
2M R?
T=2
T MgR
2
=27 —R
g
2(0,60)
=2
™ o3
=2,2s
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la frecuencia estard dada por

2
Resolucion (b): Despejando L de la ecuacién (T)2 = (27r\/§) , se tiene que:

T2
“ Y
(2,2)°

= A2 ’ (97 8)

=1,2m

Ejercicio 4.1.15. El movimiento del piston de un automovil es aproximadamente armonico
simple, si la carrera de un motor (dos veces la amplitud) es de 20 cm y la velocidad angular
(w) es de 3 600 rpm. Determinar:

a. La aceleracion del piston en el extremo de su carrera.

b. Si el piston tiene una masa de 500 gramos. ;Qué fuerza resultante se ejerce sobre el
piston en este punto? (En el extremo).

c. Lavelocidad del piston en km/h, en el punto medio de su carrera.

Datos:
2A =20cm
A=10cm
w = 3 60028% x 2rrad o min _ 377 rad

Resolucion (a):

Umax = — WA

(377)° (0,10)

=14212,9m/s*
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Resolucion (b):

Enéx = M Gmsx

=0,5(14 212,9)

=7106,5N
Resolucion (¢):
Umax = w A
=377(0,1)
m km 3600s
n 37’7§ % 1000 m x h
k
— 135,71
h

Ejercicio 4.1.16. Un cuerpo con una masa de 100 gramos pende de un largo resorte en hélice,
cuando se estira 10 cm por debajo de su posicion de equilibrio y se abandona a st mismo, oscila
con un periodo de 2 s. Determinar:

a. Su velocidad al pasar por su posicion de equilibrio.
b. La aceleracion cuando se encuentra 5 cm por encima de su posicion de equilibrio.

c¢. El tiempo que tarda desde la posicion de equilibrio hasta la elongacion de 5 cm. (Consi-
dere en la funcion elongacion el seno).

m

Figura 4.7. Oscilacién de un resorte unido a una masa.
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Datos:
m=100g =0,1kg
zor = A=10cm
A=0,10m
T=2s

Resolucion a:
Uméx:wA

_ 27 _ 2m
I'=Z=w=72
w:ﬂ%cn
’UméX:O,l (7'(')

Umax = 0,314 m/s

Resolucion b:

t=0—-2=A4
sanO:%:%

tp = 90° = Frad

x = Asen (wt + ) = 0,10sen (7 -t — F)
v="2%=0,107 cos (m-t— %)

a:%:—0710ﬂ'286n(ﬂ—.t—g) :_wa

r=5cm=a=—-72(0,05m) = a=—0,49m/s?

Resolucion c:

% = sen (7'('t— g) = 7t — g =sen ! (075)

t=0,67s

Ejercicio 4.1.17. El periodo de un péndulo matemdtico es de 3 segundos. Determinar el periodo
si su longitud:

a. Aumenta en un 40 %

b. Disminuye en un 40 %
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Datos:
Vpax = W A

T =3s
a)L’:L0+4O%L0
b)L" = Lo — 40 % Lo

Resolucion a:

2
T = (2m/2) = Lo = 4%

Lo= 283" _ 1 —9934m

4m2
L' =2,234+0,4(2,234)
L'=3,128m =
— /L' __ 3,128
T/ =27 ? =27 98 =
T' = 3,555

Resolucion b:

L' =2,234-0,4(2,234) = L" = 1,3404m
" 1,3404
T =2m W =
T" =2,32s
Ejercicio 4.1.18. Una masa de 2 kg se une a un resorte y se coloca sobre una superficie lisa
horizontal, se necesita una fuerza horizontal de 20 N para mantener la masa en reposo cuando
se jala 0,20 m a partir de su posicion de equilibrio (el origen del eje x). La masa se suelta

desde el reposo con este desplazamiento inicial (x = 0,20 m) y subsecuentemente experimenta
oscilaciones armonicas simples. Determinar:

a. La constante (k) de la fuerza del resorte.
b. La frecuencia (f) de las oscilaciones.

c. La velocidad mdxima de la masa.

d. La aceleracion mdxima de la masa.

e. La energia total del sistema.

f. Lavelocidad y aceleracion cuando x = % Tmax
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v=0

‘_] . ._. !
x=0.20 m
x=0

Figura 4.8. Oscilacién de una masa unida a un resorte.

Datos:
m = 2kg
F=20N

Tmix = A=0,20m

Resolucion (a):

F=kx=
k=F = 2% b 100N/m

Resolucion (b):

f=2
w= k= /2= w=707
=20 = f=1,125Hz

Resolucion (c):
Upax = W - A =17, 07%i (0,2m) = Vs = 1,414 m/s

Resolucion (d):
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mix = —w2A = —(7,07)%(0,2) = amax = —10m/s?
Resolucion (e):

Erorar = §kA* = §(100) (0,2)* = Erorar = 2J

1
2
Resolucion (f):

o' =828 = 2/ = 0,067 m

v = wyAT = 2% =T, 07\/(0, 2)? — (0,067)* =
v'=1,33m/s

o = —w' = —(7,07)% (0,067)

a' = —3,35m/s?

Ejercicio 4.1.19. Una esfera solida de 2,5 kg de masa y de 0,30 m de didmetro estd suspendida
en un alambre, si el momento o torque de rotacion que se requiere para torcer el alambre es de
6 x 1073 N - m/rad . Determinar:

a. El periodo de oscilacion angular para pequerios desplazamientos angulares.
b. La frecuencia angular (w) para dicho péndulo.

¢. La longitud (L) del péndulo matemdtico equivalente.
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Figura 4.9. Masa suspendida de un alambre.

Datos:
M =2 5kg
D =0,30m
R=0,15m

k' =6 x 1073Nm/rad

Resolucion (a):
Aplicamos la férmula = péndulo de torsion.
T= 271‘\/%
I =2MR?=%(2,5)(0,15)*
I=0,0225 kg -m? en

T =2m /5% = T =12,1Ts

Resolucion (b):

__ 2 _ _2m _ rad
w = T*12,17:w7075165

Resolucion (¢):
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2
T2 = (QW\/%> >L=Cgo

L:%§L236,77Hl

Ejercicio 4.1.20. Una particula de 0,9 kg ejecuta un M.A.S de periodo 0,6 s y amplitud 40 cm.

a. ;Cudl es la constante k?

b. La energia total del movimiento.

c. Las energias potencial y cinética cuando la elongacion es igual a la mitad de la amplitud.

Datos:
m =0,9kg
T=0,6s
A=0,4m

Resolucion (a):
k = muw?

— 2m _ 2m — rad
w=3 = O,Séw73,337r . en

k=0,9(3,337)> = k = 107°N/m
Resolucion (b):
Erorar = 1kA? = 1(107)%(0,20)° =
Erorar =7,89J

Resolucion (¢):

EP = ka? = 1(107)%(0,20)*

EP=1,97]

O = Y = §(0,9)uw? (VAT —77)° =
EC = 1(0,9) (3,33m)° [(0,4)° - (0,2)%]
EC =591
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4.2. Ejercicios propuestos

Ejercicio 4.2.1. La posicién de una particula estd dada por la ecuacion: x = 4 cos (3wt + ),
donde x estd en (m) y t en (s). Determinar:

a. La frecuencia y el periodo del movimiento.

b. La amplitud el movimiento.

c. La constante de fase.

d. La posicion de la particulaent =0yt =135s.
e. La rapidez y aceleracion en cualquier instante.

f. La rapidez y aceleracionent =0yt =15 s.
Respuestas:

a. 1,5 Hz; 0,667 s

b. 4m

c. wrad

d. -4m

Ejercicio 4.2.2. La posicion de una particula estd dada por la ecuacion: x = 8 cos (2t + 7/3),
donde x estd en (cm) y t en (s). Determinar:

a. La frecuencia y el periodo del movimiento.

b. La amplitud el movimiento.

c. La constante de fase.

d. La posicion, la rapidez y aceleracion de la particula ent = /2
e. La mdxima rapidez y el tiempo mds corto en alcanzarla.

f- La mdxima aceleracion y el tiempo mds corto en alcanzarla.
Respuestas:

a. 13,9 cm/s

162



Diego Guillermo Barba Maggi y Bernardo Ezequiel Barba Barba

b. 16 cm/s?
c. 16 cm/s; 0,263 s

d. 32 cm/s%; 1,05 s.

Ejercicio 4.2.3. Un piston de masa 2 kg de un motor de automovil tiene un M.A.S. con una
amplitud de 5 cm. Calcular la rapidez y la aceleracion mdximas del piston cuando se mueve a
3 600 rev/min.

Un péndulo simple tiene un periodo de 2,5 s. Calcular:
a. Su longitud

b. Su periodo si estuviera en la luna donde g = 1,67 m/s?

Respuestas: a) 1,56m b) 6,1s

Ejercicio 4.2.4. Un péndulo simple que tiene una masa de 0,25 kg y una longitud de 1 m, se
desvia un dngulo de 15°y se suelta. Calcular:

a. La rapidez mdxima.
b. La aceleracion angular mdxima.

c. La mdxima fuerza de restitucion.

Respuestas: a) 0,82 m/s b) 2,57 rad/s? ¢) 0,64 N

Ejercicio 4.2.5. Un péndulo fisico en forma de cuerpo plano tiene un M.A.S con una frecuencia
de 1,5 Hz. Si tiene una masa de 2,2 kg y el pivote se encuentra a 0,35 m del centro de masa.
Calcular el momento de inercia del péndulo.

Respuesta: 0,085 kg - m?

Ejercicio 4.2.6. Un volante de un periodo de oscilacion de 0,25 s. El volante se construyo de
tal manera que 20 g de masa estdn concentrados alrededor de un aro de 0,50 cm de radio.
Calcular:

a. El momento de inercia del volante.

b. La constante de torsion del resorte sujeto al volante.

Respuestas: a)5 x 107" kg - m? b) 3,16 x 10~*Nm/rad

148
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Ejercicio 4.2.7. Un péndulo de longitud L 'y masa M, tiene conectado un resorte de constante k
a una distancia h por debajo del punto de suspension como se muestra en la Fig. 4.10. Calcular
la frecuencia de vibracion del sistema para valores pequeiios de la amplitud, suponga que tanto
el soporte vertical como el resorte son rigidos de masa despreciable.

Figura 4.10. Movimiento de un péndulo conectado a un resorte.

2
Respuesta: f= oy Mkt

Ejercicio 4.2.8. Una particula que oscila armoénicamente toma un segundo para pasar por
dos puntos de su trayectoria con la misma velocidad, los mismos que se encuentran separados
20 cm. En 2 s mds vuelve a pasar de regreso por el segundo punto. Calcular el periodo y la
amplitud del movimiento.

Respuestas: T=6syA=20cm

Ejercicio 4.2.9. Determinar la ecuacion del movimiento de la proyeccion (posicion) sobre un
didmetro de un punto que describe una circunferencia de 35 cm de radio, sabiendo que al
comenzar el movimiento la proyeccion incide en los 4/5 del radio respecto al centro, y luego 4
s su proyeccion en los 3/5 del radio. Indique también el periodo del MVTO.

Respuestas: x(t) = 35¢c0s(0,07095 ¢t + 0,6435); 88,6's

Ejercicio 4.2.10. Una rueda de 60 cm de didmetro tiene una manigueta en su borde, la rueda
gira a 0,5 rev/s con su eje en posicion horizontal. Suponiendo que los rayos del sol incidan
verticalmente sobre la tierra, la sombra del manubrio esta animada de movimiento armonico
simple. Determinar:
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a. El periodo de oscilacion de la sombra.
b. Su frecuencia.
c. Su amplitud.

d. Escribir las ecuaciones que expresan la posicion, velocidad y aceleracion en funcion del
tiempo Suponer la fase inicial cero.

Respuestas:
a. 2s

b. 0,5 Hz

c. 0,30 m

d. x =0,3sen (nt) [m]

Ejercicio 4.2.11. Un cuerpo ejecuta un M.A.S con una amplitud de 20 cm y un periodo de 3 s.
Si la posicion mdxima ocurre en t = 0.

a. ¢Cudl serd la posicion 0,5 s mds tarde?

b. ;Cudles serdn las velocidades y aceleracion en ese mismo instante?

Respuestas: a) 10cm b) —36,2cm/s; —43,85cm /s>

Ejercicio 4.2.12. Un cuerpo que ejecuta un M.A.S tiene una aceleracion mdxima igual a 4 m /s
cuando la amplitud es 0,25 m. ;Cudl es el periodo del MVTO. y su mdxima velocidad?

Respuestas: ~ 1,57s;1m/s
Ejercicio 4.2.13. Un cuerpo ejecuta un M.A.S de acuerdo a : x = 0,5 cos 3 t Determinar:
a. La elongacion.
b. La velocidad.
c. La aceleracion parat =2 s.

d. Identifique la frecuencia y el periodo del movimiento.

Respuestas:

a) 0,25m b) —0,453m/s ) 0,274 m/s? d)$ Hz;6's
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Ejercicio 4.2.14. Una particula esta animada de M.A.S con una amplitud de 10 cm y un periodo
de 2 5. Completar la tabla de valores siguiente, de la elongacion, la velocidad y la aceleracion
en los instantes indicados en la tabla. Construir después las grdficas de x, v, a vs t.

© O[T T F[E[F[EET
X (m)

v (m/s)
v (m/s%)

Ejercicio 4.2.15. Determinar en cada uno de los instantes seiialados en el problema anterior
los valores de la energia cinética (Ec) y de la potencial (Ep) si el cuerpo tiene una masa de 5
kg, para cada instante sumar las dos energias. ; Qué conclusion puede manifestar?

(NN IEIE AENE A AR AN
Ec (J)

Ep J)
Ec+Ep (J)

Ejercicio 4.2.16. Determine qué fraccion de energia total es cinética y que fraccion es potencial
en un M.A.S cuando la elongacion es:

a. Cero.

b. Vi de la amplitud.
c. Yade la amplitud.
d. % de la amplitud.

e. Igual a la amplitud.
Respuestas:

a. Elongacién z = 0:

b. Elongacién z = 3 A:
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c. Elongacién z = L A:

d. Elongacién z = %A:

e. Elongacion x = A:

E E
koo, 2o
E E

Ejercicio 4.2.17. Una particula animada de M.A.S con una amplitud igual a 1,5 cm vibra 100
veces por segundo. Determinar:

a. Su velocidad
b. Su aceleracion

c. Su fase, cuando su desplazamiento es de 0,75 cm, considérese sus distintas alternativas.
Respuestas:

a. 8,17m/s

b. ~ —2960,88 m/s>

s
C. i3

Ejercicio 4.2.18. Una particula situada en el extremo de un diapason pasa por la posicion de

equilibrio con una velocidad de 188,4 cm/s. Si la amplitud es de 1 mm, ;Cudl es la frecuencia
y el periodo del diapason?

Respuestas: 299,8H2;3,335 x 10735

Ejercicio 4.2.19. Una particula de una cuerda vibrante vibra con un M.A.S de 3 mm de ampli-
tud. Su aceleracion en los extremos de la trayectoria es de 78,96 m/s?. Calcular la frecuencia
y la velocidad cuando atraviesa la posicion de equilibrio y cuando su elongacion es de 1,2 mm.

Respuestas: f = 25,83 Hz; Uyax = 0,487 m/s; v(z = 1,2mm) == 0,446 m/s

167



Fisica. Fundamentos teérico-practicos de Dinamica Rotacional
y Movimiento Oscilatorio para ciencias e ingenieria

Ejercicio 4.2.20. Un cuerpo vibra con una frecuencia de 100 Hz y una amplitud de 3mm,
Calcular su velocidad y su aceleracion en el centro y en los extremos de su trayectoria.

Respuestas: Centro: 1,885m/s y Extremos: 0,1184 m/s?

Ejercicio 4.2.21. ; Cudnto debe variarse la longitud de un péndulo matemdtico para determinar
un 20 % de su periodo?

Respuesta: Se debe aumentar la longitud en un 44 % para aumentar el periodo en un 20 %.

Ejercicio 4.2.22. Si un péndulo disefiado para batir segundos en un lugar donde g = 9,8 m/s2.
Se hace un 1 mm mds largo de lo debido. ; Qué atraso experimentard en un dia el reloj al cual
estd unido?

Respuesta: 172,8 s

Ejercicio 4.2.23. El reloj de péndulo de Jean Richier experimento un atraso de 2,5 min por dia
en Guayana. Si en Paris g = 9,8 m/s? ;Cudl es el valor de la gravedad en Guayana?

Respuesta: ~ 9,766 m/s*

Ejercicio 4.2.24. Un péndulo simple cuya longitud es 1 m y cuya masa es 6 kg se separa 4
cm de la vertical. Calcular la fuerza de restitucion, su aceleracion y la tension en el hilo en el
punto de partida.

Respuestas: 3,5 N; 0,392 m/s?; 58,8 N

Ejercicio 4.2.25. Un oscilador arménico simple es descrito por la ecuacion © = 4sen (0,1t + 0,5) [m)]
vt (en s). Determinar:

a. La amplitud, el periodo, la frecuencia y la fase inicial del movimiento.
b. La velocidad y la aceleracion.

c. Las condiciones iniciales.

d. La posicion, velocidad y aceleracion parat =35 s.

Haga los grdficos de posicion, velocidad y aceleracion en funcion del tiempo.
Respuestas:
a. 4m; 207s; 0,05/7w[Hz]; 0,5rad

b. v =0,4cos (0,1t +0,5) m-s™'; a = —0,04sen (0,1t + 0,5) [m - s
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c. 1,92m; 0,351m-s7!; —0,02m-s2

d. 3,36m; 0,216m-s™'; —0,03m-s2

Ejercicio 4.2.26. Una particula se mueve con M.A.S con amplitud de 1,5 m y frecuencia de 100
ciclos por segundo. ; Cudl es su frecuencia angular? y determinar:

a. Su velocidad.
b. Su aceleracion.

c. Su fase, cuando su desplazamiento es de 0,75 m.

Respuestas:
a. 2x 10%7Hz; 2,6 x 10?7rm -s~*
b. 3,4 x 10*m?m - 572

c. 30°

Ejercicio 4.2.27. Un M.A.S tiene una amplitud de 8 cm 'y un periodo de 4 s. Calcular la veloci-
dad y la aceleracion 0,5 s después que la particula pase por el extremo de la trayectoria.

Respuestas:

2,87 x 10%m - s7!

1,472 x 107?m -s72

Ambas hacia el centro.

Ejercicio 4.2.28. Cuando un hombre de 60 kg se introduce en un auto, el centro de gravedad
del auto baja 0,3 cm. ;Cudl es la constante eldstica de los muelles del auto? Suponiendo que
la masa del auto es de 500 kg. ; Cudl es su periodo de vibracion cuando estd vacio y cuando el
hombre estd dentro?

Respuestas: = 196200 N/m; Tyacio =~ 0,317 8; Tieon hombre == 0,335

Ejercicio 4.2.29. Un bloque de madera cuya densidad con respecto al agua es p tiene dimen-
siones a, b 'y c. Mientras estd flotando en el agua con el lado “a” en la posicion vertical, se
empuja hacia abajo y se suelta. Encontrar el periodo de la oscilacion resultante.
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Respuestas: 2w, [ &

I_

Figura 4.11. Dimensiones del bloque de madera.

Ejercicio 4.2.30. El periodo de un péndulo es de 3 s. ; Cudl serd su periodo?, si su longitud:
a. Aumenta

b. Disminuye en un 60 %
Respuestas:
a. To > 3s

b. 175 = 1,90s
Ejercicio 4.2.31. El péndulo de un reloj tiene un periodo de 2 s cuando g = 9,80 m -s~2. Si su
longitud se aumenta en 1 mm. ; Cudnto se abra atrasado el reloj después de 24 horas?
Respuesta: ~ 34,56 's

Ejercicio 4.2.32. Un cuerpo de 4 kg extiende a un resorte de 16 cm. A partir de su posicion
relajada. Se quita el cuerpo y del mismo resorte se cuelga otro de 0,50 kg. Si entonces se estira
el resorte y después se le suelta, ; Cudl es el periodo de oscilacion?

Respuesta: 0,28 s

Ejercicio 4.2.33. Una masa de 2 kg cuelga de un resorte. Un cuerpo de 300 g se cuelga debajo
de la masa y el resorte se estira 2 cm mds que antes. Encontrar el periodo del movimiento si se
quita el cuerpo de 300 g y se hace oscilar a la masa.
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Respuesta: 0,73 s

Ejercicio 4.2.34. Un cuerpo pequerio de 0,10 kg de masa, estd efectuando un movimiento ar-
monico simple con una amplitud de 1 m 'y un periodo de 0,20 s.

a. ;Cudl es el valor mdximo de la fuerza que obra sobre él?

b. Si las oscilaciones son producidas mediante un resorte ;Cudl es la constante de fuerza
del resorte?

Respuestas:
a. 98,69 N

b. 98,69 N/m

Ejercicio 4.2.35. Un cuerpo oscila con movimiento arménico simple de acuerdo con la ecua-
cion:

x =06 cos (3mt+7/3)

En donde t (s) y x (m) y los niimeros dentro del paréntesis en radianes. Calcular:

a. La elongacion.

b. La velocidad.

¢. La aceleracion para el tiempo t = 2 s.
d. La fase.

e. La frecuencia.

f- El periodo del movimiento.
Respuestas:

a. 3m

b. -49 m/s

c. -270 m/s?

d. 20 rad

e. 1,5Hz
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f. 0,67s

Ejercicio 4.2.36. Una particula efectiia un movimiento armaonico lineal alrededor del punto
x =0ent =0, tiene una elongacion x = 0,37 cm y una velocidad cero. Si la frecuencia del
movimiento es de 0,25 Hz. Determinar:

a. El periodo.

b. La frecuencia angular.

c. La amplitud.

d. La elongacion para un tiempo t (arbitrario).
e. Lavelocidad para el tiempo t (arbitrario).
f. La rapidez mdxima.

g. La aceleracion mdxima.

=

. La elongacion parat = 3 s.

i. Lavelocidad parat =3 s.
Respuestas:

a. 4s

b. m/2 rad

c. 0,37 cm

d. 0,37 cos (wt/2) cm

e. —0,58sen (7t/2) cm

f. 0,58 cm

g. 0,91 cm/s?

h. cero

i. 0,58 cm/s
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Ejercicio 4.2.37. Dos particulas ejecutan M.A.S de la misma amplitud y frecuencia sobre la
misma linea recta. Se cruzan una con otra cuando se estdn moviendo en sentido opuesto cada
vez que su elongacion es la mitad de su amplitud. ;Cudl es la diferencia de fase entre ellas?

Respuesta: z

Ejercicio 4.2.38. Un bloque se encuentra en una superficie horizontal que se estd moviendo
horizontalmente con un M.A.S de frecuencia 2 Hz. EL coeficiente de rozamiento estdtico entre

la superficie y el bloque es de 0,50. ;Cudl es el valor de la amplitud si el bloque no resbala por
la superficie?

Respuesta: 3, lem

Ejercicio 4.2.39. Un oscilador armonico simple es descrito por la siguiente ecuacion: x =
4sen (0,1t + 0,5) donde t (s) y x (m). Determinar:

a. La amplitud, el periodo, la frecuencia y la fase inicial del movimiento.
b. Lavelocidad y la aceleracion.
c. Las condiciones iniciales.

d. La posicion, velocidad y aceleracion en funcion del tiempo.
Respuestas: [4], [5], [6], [7]:

a. 4m; 207s; 0,05/7Hz; 0,5rad

b. v=10,4 cos (0,1t + 0,5)m/s; a = —0,04sen (0,1t + 0,5) m/s*
c. 1,92m; 0,351m/s; —0,02m/s?

d. 3,36m; 0,216m/s; —0,03m/s?
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